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y. Hc$seß zur Theorie der EUminatiou. 1 

1- 

Über die Bildung der Endgleichung , welche durch 

Elimination einer Variabein aus zwei algebraischen 

Gleichungen hervorgeht, und die Bestimmung 

ihres Grades. 

(Von Herrn Dr. Otto Hesse zu Königsberg in Pr.) 



Uie Aufgabe, eine Variable aus zwei algebraischen Gleichungen zu elimini- 
ren, kann auf die Bildung einer aus den Coefficienten der nach den Potenzen 
der Variabein geordneten Gleichungen zusammengesetzten Determinante zuräck- 
geführt werden, und die Eigenschaften der Endgleichung ergeben sich leicht 
aus der Untersuchung dieser Determinante. Die Determinanten sind aber ein 
Gegenstand vielffiltiger Untersuchungen gewesen, so dafs es kaum mehr als 
der Zurackffihrung der ersten Aufgabe auf die zweite bedarf, um den Grad 
der Endgleichung zu bestimmen, oder damit verwandte Aufgaben zu lösen. 
Die Idee, die Endgleichung unter der Form einer gleich gesetzten Deter- 
minante zu betrachten, finden wir zuerst vom Herrn Professor Jacobi Bd. 15. 
S. 101 dieses Joum. ausgeführt. Während aber an dem angeführten Orte die Com- 
ponenten der Determinante bestimmte Functionen der Coefficienten der nach den 
Potenzen der Variabein geordneten Gleichungen sind, werden wir im Folgenden 
die Endgleichung unmittelbar aus den erwähnten Coefficienten zusammensetzen, 
wodurch wir eine bequeme Einsicht in die Natur dieser Gleichung erhalten. 

Die gegebenen und nach den Potenzen der Variable x geordneten 
Gleichungen vom nten und tuten Grade seien: 

Setzt man alsdann x^J^i^Ap^ ar'7J9o = J9<,, so erfafilt man, wenn man der 
Gröfse p nach einander die Werthe m — 1, m — 3, . . . , ], ü, und der Gröfse 
^ die Werthe n— 1, n— 2, ..•. 1, zutheilt: 

ChM'b lonnul f. d. M* Bd. XXVII. H»lt 1. 1 
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ftm a?-+''-'+*_|j?-+"-^ + ,... 6,ar" + 6,x-' + M"-% 



Betraehtet man in dieses Gleichongen die versetiiedcnen Potenzen von 
X, nftmlich j7*+'*"'\ x'^^"^\ .... ar, 2?**, ab die Unbekannten, Bo erhält man 
durch Auflösung dieser, wie zu bemerken, linearen Gleichungen, Brüche von 
demselben Nenner, der mit P bezeichnet werden mag. Dieser Nenner ist 
die Determinante der Coefficienten der Unbekannten. Setzt man nun ^== 

Ai == il„_i = Äü= öl . • • . = Ä„.i = 0, so hat man «i-f ^ lineare und 

homogene Gleichungen in Rficksicht auf die m-f-^ Unbekannten. Diese Glei- 
chungen können im Allgemeinen nicht zugleich erfüllt werden. Die Bedin- 
gung, unter welcher dieses möglich ist, oder, mit andern Worten, das Resultat 
der Elimination ist bekanntlich: P = 0. 

Diese Gleichung ist die gesuchte Endgleichung. Denn wenn man x den 
Werth der Variabein bedeuten läfst, welcher den beiden Gleichungen Jo = 
und Äü = zu gleicher Zeit genügt, so hat man ^0== -^i == • • • • = ^»«-1 == 
By = Äi = . . . . == Än«i = 0. Eliminir t man daher aus obigen iw -f ^ Gleichungen, 
in welchen -4ü=ili=....=-4„_,=Bo = Bi = ....=B„^i=^0 gesetzt wor- 
den, sammlliche Potenzen von x, als ob sie verschiedene Unbekannten wAren, so 
wird das Resultat der Elimination die genannte Gleichung P= sein, welche mit 
J^^=0 und £fo = () zugleich erfüllt wird und nicht mehr die Variable x enthalt. 

Um die einzelnen Glieder der Determinante P zu bilden^ kann man 
sich bequem folgender Tafel bedienen. 
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y. Hesscj zur Theorie der EUtnination. 3 

Bezeiclmet man nSoUich die in der Arten Horisontalreibe und in der f|ten 
Yerticalreihe stehende Gröfse mit /^\ 

und lafst t\, t,, .... t^^,, die Zahlen 1,2,3, .... m-j-n in beliebiger Reihen- 
folge bedeuten, so ist ein beliebiges Glied der Detenninante das Product 

Aus diesem Gliede erhält man durch alle möglichen Permutationen der untern 
Zahlen i\, #2) •••vWii aU^ Glieder der Determinante; wobei man jedem 
Gliede das positive oder negative Zeichen zu geben hat, je nachdem die ent- 
sprechende Permulation eine positive oder eine negative ist (welche Benennung 
durch die Abhandlung des Hm. Prof. Jacobi Aber die Determinanten Bd. 22. 
genugsam bekannt ist). 

Aus dieser Bildungsweise der Gleichung P=0 ist ersichtlich, dafs 
dieselbe in Rücksicht auf die Coefficienten a^....^^ den Grad tn, in Rfli^cht 
auf die CoSfficienten ^^....b^i den Grad n, endlich in Rücksicht auf sfimmt- 
liche Coefficienten den Grad m-f ^ erreicht. Nun weiset aber Euler in den 
Hemöiren der Berl. Akad. Tom. IV. an. 1748 pag. 234 etc. nach, dafs die 
Endgleichung, wenn sie keinen fiberflOssigen Factor enthfilt, in Rficksicht auf 
alle CoSfficienten der gegebenen Gleichungen vom Grade m-f n ist. Mithin 
enthfilt unsere Gleichung P:==0 krinen flberflässigen Factor. 

Nehmen wir nun an, die Coefßcienten Op und bp seien Functionen einer 
zweiten Yariabeln, und beseicbnen der Kärze wegen durch dieselben Buchstaben 
tfp und bp respective die Grade dieser Functionen, so wird der Grad des belie- 
bigen, oben angegebenen Gliedes in P durch die Summe ausgedrückt werden: 

(/,)+(?.)+(?.)+•••• (t:.)- 

Da aber das Glied vom höchsten Grade zugleich den Grad der Gleichung 
bestimmt, so wird das Maximum der genannten Summe für die verschiedenen 
Permutationen der untern Zahlen den Grad der Endgleichung ergeben. 

Über die Bestimmong der symmetrisdien Functionen der Wurzeln einer gegebenen 

algebraisehen Gleicbnng. 

Irgend ein Glied einer gegebenen ganzen rationalen Function ü vom 
plen Grade der n Wurzeln X|, ^r,, .... x^ der Gleichung Jo = Ififst sich 
in der Form j?*»^"*:p*^ -r"'^ 

darstelleD, wo die Exponenten a,, a,, .... o, irgend welche gleiche oder on- 

1* 
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gteiche unter den Zahlen 1, 2, 3, .... ;» bedeuten; unter der Voraussetsing, 
dars a|-|-€t)....a. ^;» sei. Der von den Wurzeln unabhingige CoSf&dent c 
dieses Gliedes möge der Be^emlichkeit wegen durch 

bezeichnet werden, worauf dann das aus der symmetrisdien Function ü herausge- 
hobene GBed die Form (^^....«j,;. ^^ ..,.,;- 

erhftlt. Die Natur der symmetrischen Function veriangt aber, dafs in ihr alle 
verscAiedemem Glieder vorkommen, welche durch die Permutation der Wur- 
zeln J^i, x^y .... ar« miteinander aus diesem Gliede entstehen. Die Summe 
dieser Glieder wollen wir durch 

oder kflrzer durch 

(aiC4....a.) [aice,.... a„] 

bezeichnen. Unter dieser Voraussetzung kann die symmetrische Function U 
als die Summe der Glieder (ctiO, ....a,)[a|Ce,....a„] daigestellt worden, in- 
dem man fit a,, a^, o^ alle gleidien und ungleichen Zahlen 1, 3, p 

setzt; unter der Besdirinkung, dafs die Summe Oi-j^aj-j- o. die Zahl p 

nicht öberstdgen dörfe. Demnach haben wir: 

Nehmen wir an^ q sei eine ganze Zahl, kleiner als /^^ so wird unter der Bedingmng 

«!+«.+ . ..•«. = f 

jene Function ü homogen und vom ften Grade sdn. 

Da eine bdiebige s^mmetrisdie Function der Wurzdn auf die genannte 
Weise aus dtasL anfachen symmetrisdien Functionen 

[«!««.— aj 
zssammengesetzt werden kann, so wdlmi wir letzt^^e die Elemente der symme- 
trisdmi Function nennen. Wir werden nun zeigen, wie diese Elemente durch 
£e Coiffidenten der gegebenen Gldchung ^i =U ausgedrOdit w^en können. 

Emier gdangl an dem oben ang^ebenen Orte zu der durdi Elimina- 
tion von X aus den Gleichungen j1o = 0, B„==0 (wdche wir jetzt durch 
f(a:) = und <p(x)=0 bezeichnen wollen) hervorgehenden Endgldchung, 
indem er £e Wurzeln der erst^i Gldchung ^i, ^3, .... x^ nach dnander in 
üt zwdte setzt; wodurch si<A n Gldchungen ergeben, deren Product 

üe gesodite Endgldchung wird, wenn man den linken Thdl der Glddiung 
nok des versdoedeB» Producten der Coiffidenten K^ im^^ . • . . ^ der 
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zweiten Gleichung entwickelt und die symmetrischen Functionen der Wurzeln 
^n ^2 9 •*•• ^"9 ^^^ welchen jene Producte multiplicirt sind, durch die CoSf- 
ficienten der ersten Gleichung ausdrOckt. Ein beliebiges Glied der Entwick- 
lung jenes Products ist von der Foiin: 

und die Gleichung selbst ist 

wo tti, o,, .... a„ die Zahlen 1, '<?, ..*. m, gleiche oder ungleiche, bedeuten. 
Man erhftlt also die Endgleichung, wenn man die Elemente [otict,.... ocn] der 
symmetrischen Function durch die Coöfficienten der Gleichung f(x) = aus- 
drückt und in die angegebene Gleichung substituirt. Die Bildung dieser Aus- 
drQcke der Etemente macht aber grOfsere Schwierigkeit, als die angegebene 
Bildung der Endgleichung P= 0. Man wird es daher vorziehen, umgekehrt durch 
die Endgleichung die Elemente der symmetrischen Functionen zu bestimmen. 

Die durch die Elimination von x aus den Gleichungen f{x) = und 
^(ar) = hervorgehende Endgleichung ist sowohl 

2 Äa, *«,•••. ^a^Eai«« ••••««] == 0, als P = 0, 
deren linken Theile, wenn man die Co£fficienten 6^, 6m-M •••* A> ^^^ Gleichung 
^(ar) = als variabel betrachtet, abgesehen von einem constanten Factor, gleich 
sein müssen. Nun ist aber in dem linken Theile der ersten Gleichung der 
Coefficient von b^^ gleich [0 0....0]=I. Dividiren wir daher P durch den 
CoSfficienten von b^^^ welchen diese Potenz in der Entwicklung von P hat, 

und den wir mit ^ bezeichnen wollen, so wird 

p 
2Ä«, Ä«^ ....&»^ [aia2,...aj = -g-; 

aus welcher Gleichung durch Gleichstellung der Coeifidenten gleicher Producte 
der Variabein 6^9 ^m-o ••*• ^o die Elemente der symmetrischen Functionen 
der gegebenen Gleichung f(x) = sich als Functionen der CoSfficienten dieser 
Gleichung ergeben. 

Win man auf diese Weise sämmtliche Elemente einer symmetrischen 
Function vom plen Grade bestimmen, so wird man, um unnöthige Rech- 
nungen zu vermeiden, m, welches den Grad der Gleichung q>(x)=^0 angiebt, 

und über welches man nach Belieben verfügen kann, gleich p setzen. Unter 

P 

dieser Voraussetzung, oder auch wenn fii;>/^ ist, geht der Ausdruck >j-, 

wenn man in der Entmcklung desselben nach den verschiedenen Producten 
der CoSfficienten 6^, 61.^.19 ••••&() statt der Producte d«^ 9 &i^, •••« &a^, oder 
(aia2...^an) setzt, je nachdem die Summe ^i-l-as-f ....a„ die ZaU p über- 
steigt, oder nicht, in den Werth der symmetrischen Function ü üben 
Königsberg, den 2ten October 1843, 



2. Encyklopädie der Zahlenikearie. 

2. 

Encykiop&dische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 

(Vom Herausgeber dieses Journals.) 



Yorbemerkung. 

JLf as hier Folgende ist ein Versuch eines elementaren Vortrages der Theorie 
der Zahlen, und fOr den öffentlichen und Selbst -Unterricht bestimmt. Da die 
Zahlenlehre wegen der Mannigfaltigkeit und Eigenthümlicjikeit der Beweise 
und der Verbindung ihrer Satze, so wie, weil sie, anders wie die übrigen 
Theile der Mathematik, für sich selbst keiner Postulate und Axiome bedarf, 
folglich die vollkommenste Strenge und Gewifsheit besitzt, ja vielleicht in dem 
gesammten Bereich der menschlichen Erkenntnisse allein Dasjenige ist, was 
innerhalb seines Umfanges voUkormnene Sicherheit hat, ganz besonders zur 
Entwicklung und Übung der jugendlichen Denkkraft und zur Gewöhnung an 
strenge Wahrheit, was einen Haupttheil der Zwecke des Unterrichts in der 
Mathematik ausmachen dürfte, sich eignet: so ist es in der That zu verwundem, 
und zu bedauern, dafs bis jetzt diese Theorie noch so wenig für den Unter- 
richt der Jugend benutzt >vurde und noch so wenig davon in die Lehrbücher 
überging. Das hier Folgende ist ein Versuch, sie so darzustellen, dafs sie 
dem Unterrichte zugänglich und für die Lehrbücher, in so weit sie sie aufneh- 
men wollen und ihrem Umfange nach aufnehmen können, benutzbar sein möge. 
Dafs der Herausgeber diesen seinen Versuch in das gegenwärtige Jotinwl 
aufnimmt, könnte Anslofs finden, indem dieses Journal, in der langen Reihe 
seiner Bände, durch die Beiträge, mit welchen es beehrt worden ist, den An- 
schein gewonnen hat, als widme es sich nur mehr dem sogenannten Höheren 
und Neuen, oder doch Weniger -bekannten; was gleichwohl nicht in seinen 
ursprünglichen Plane lag. Indessen ist auch das Höhere und Höchste eigent- 
lich nichts Anderes als das Elementare, sobald es nur vollständig auseinander- 
gesetzt und deutlich vorgetragen wird. Auch kommt selbst nicht die Leiche 
ti^keit dem Elementaren ausschliefslich zu, sondern das Höhere ist ebenfalls 
leicht und unterscheidet sich von den Anfängen blofs dadurch, dafs dazu eine 
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mehr oder weniger grofse Menge von ursprünglichen Sätzen mit einander 
verbunden ist: denn alles, was wahr ist, ist auch klar; und alles, was klar ist, 
ist auch elementar und leicht, oder Isfst sich wenigstens dazu machen. In die- 
sem Sinne ist das Elementare dem Journale keinesweges fremd. Wäre aber 
etwa die weniger -allgemeine Verbreitetheit oder die Neuheit der Gegenstände 
eine Bedingung fflr die Aufnahme in das Journal, so läfst sich wohl sagen, dafs 
die Zahlentheorie bis jetzt nicht eben allgemein verbreitet ist; und an Neuem 
wird es in Dem, was hier folgt, nicht ganz fehlen. Schon die Absicht, die 
Zahlenlehre elementar darzustellen, ist neu; die Art der Darstellung dürfte es 
häufig ebenfalls sein; und wahrscheinlich sind es auch mehrere Entwicklungen 
und Beweise der Sätze. Selbst an neuen Sätzen wird es nicht ganz fehlen. 
Also wird wohl auch in dieser Beziehung die Aufnahme in das Journal nicht 
ganz unpassend sein. Der Herausgeber hat nicht das Voriiandene blofs ver- 
arbeitet und gleichsam nur in seine Darstellungsart übersetzt, sondern er hat 
das Meiste nach seiner eigenen Ansicht selbst ent>yickelt. Deshalb kann er 
denn auch nur sagen : wahrecheiniich sei Einiges neu. Er macht indessen für 
Dieses wiederum durchaus keinen Erfindungs -Anspruch, oder Ansprüche auf 
Priorität, sondern will es im voraus gern und willig zugeben, dafs Alles, was er 
vortragt, auch von Andern schon gedacht und sogar gesagt sein mag. Wahr- 
heiten sind ein Gemeingut, und für sie selbst ist es gleich, wer sie fand. 

Dafs der Herausgeber die Sätze der Zahlenlehre, \^ie man sehen wird, 
nicht in gröfsere und kleinere Abschmtte gebracht bat, sondern sie nur nach 
der einzigen Regel auf einander hat folgen lassen, dafs kein Satz eher auf- 
trete, ehe er nicht durch die vorhergehenden begründet werden kann, ge- 
schah aus folgenden Ursachen. Zuerst hält er ein wirkliches, nach innerer 
Nothwendigkeit angeordnetes System, bei dem gegenwärtigen, noch wenig ab- 
geschlossenen Zustande dieser Theorie noch nicht fflr mOglich. Sodann schien 
ihm die von ihm gewählte Form gerade für den besondem Zweck des Ge- 
brauchs beim Unterricht die passendste, indem nun der Lehrer oder der 
Lernende einzelne Sätze herausnehmen kann und nur diese, nebst den darin 
angezeigten, auf welche sie sich gründen, durchzugehen braucht; auf welche 
stückweise Benutzung sich auch besonders der öffentliche Unterricht immer 
wird beschränken müssen, da die gesmnnUe Theorie für denselben viel zu 
ausgedehnt ist. Endlich aber konnte er in seinen persönlichen Verhältnissen 
das Vorzutragende nur in JUeser Form liefern, da er, im vorgerückten Alter, 
und seiner gänzlich zerstörten Gesundheit wegen, der Vollendung der Unter- 
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nehmung zu wenig sicher ist, in der gegenwfirligen Form es aber für Das 
was geliefert wurde keinen wesentlichen Nachtheil hat, wenn der Cursus des 
Vortrages auch nicht vollendet wird. 

Dafs der Herausgeber auch Sätze aufnahm, die man gewöhnlich nicht 
zur Zahlentheorie rechnet, wird dadurch entschuldigt werden, dafs es nur da 
geschah, wo ihm die gewohnten und gangbaren Ansichten und Beweise nicht 
genügten. 

Dafs er zum Theil Zeichen sich bedient, welche von den gebräuch- 
lichen abweichen, darf nicht durch Worte entschuldigt werden, sondern mufs 
und wird auch hoffentlich sich durch sich selbst rechtfertigen. 

Dafs er endlich zu den Benennungen, wie man finden wird, möglichst 
deutsche statt fremder Worte nahm, wird bei denjenigen Deutschen, die nicht 
fremde Sprachen höher schätzen, als ihre eigene, keiner Entschuldigung be- 
dürfen. Man wolle ihn aber, und wird ihn auch wolü für das Wenige, was 
er in diesem Punct versuchte, nicht etwa zu den Puristen, wie man sie im 
Deutschen nennt, zählen. Nach seiner Meinung stiften diese Puristen, die 
mit der Bemühung um Reinigung der Sprache (welche ja, wie die Erfahrung 
lehrt, von selbst erfolgt, indem sie seit 50 und 100 Jahren bekanntlich schon 
gar sehr fortgeschritten ist) zu sehr der Zeit vorgreifen, der Sprache und durch 
sie den Wissenschaften eben so wenig Nutzen, wie Diejenigen, welche der 
Reinigung der Sprache widerstreben, oder doch sie als unnütz betrachten. 

Der Herausgeber wünscht Dem was hier folgt eine geneigte und freund- 
liche Aufnahme und die Anerkennung der guten Absicht. Er bittet die Leser 
des Journals, und die Jugendlehrer insbesondere, dem hier Folgenden selbige ge- 
währen und sich für die Benutzung des Vorgetragenen interessiren zu wollen. 

Berlin, im December 1843. 
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5. 1 
Erklfirung und Erlfiaterung. 

Das Zeichen X9 oder auch ein Punct, zwischen die Bachstaben gesetzt, welche 
Zahlengröfsen bezeichnen, soll anzeigen, dafs das Ergebnifs alles Dessen, was 
dem Zeichen vorhergeht, mit dem Ergebnifs alles Dessen, was ihm bis zum 
nächsten Zeichen folgt, zu muUipUciren sei. Das Ergebnifs von Mukipli- 
cationen dagegen soll durch blofses Aneinanderr^heh der Buchslaben, ohne 
dazwischen stehende Zeichen, ausgedrückt werden. 

Also soll z.B. a.b.c.d.e oder aXhXcXäX^ bezeichnen, dafs zu* 
nfichst die Zahl a mit der Zahl b, die daraus hervorgehende Zahl mit der 
Zahl c, die hieraus hervorgehende Zahl mit der Zahl d u. s. w« zu mullipliciren 
sei. Dagegen soD ahcde die Zahl bezeichnen, welche das letzte Ergebnifs 
dieser Multipllcationen ist. 

Da auf solche Weise ah das Ergebnifs der durch a.h, a.b.c das 
Ergebnifs der durch a.b.e lOtn^^ilM/^/^n Multipllcationen ist u. s.w., so folgt 
aus der blofsen Bedeutung der Zeichen, dafs z.B. die Zahl abede auf fol* 
gende verschiedene Arten geschrieben werden kann: 

1. abcde =^ abcd.e = abc.d.e = ah.c.d.e = a.b.c.d.e. 

Aber es folgt nicht eben so, ohne weitem Beweis, dafs auch z. B. 
abcde = abcde = ab.cde = ab.ed.e = a.bcds u. s. w. 
sei. Die Grande dieser letzteren Gleichheit liegen nicht in der blofsen Be- 
deutung der Zeichen. 

§. 2. 

Lehrsatz. 
Das Product 

1. P. = (Ha)(l+b)(l+c)(l+d)....(l+m)(l+n), 

in welchem a, b, c, d, m, n beliebige ungleiche Zahlgröfsen sind, 

deren Anzahl durch v hezüchnet werden mag, ist gleich der Summe der 

Einheit und aller möglichen ungleichen Producte von a, b, c, . . . 

... m, n, zu einem, zwei, drei, vier bis zu v ungleichen Factoren, 

jeden Factor, nur einmal genommen^ Keines dieser Producte fehlt, und 

keines kommt mehr als einmal vor. Als ungleich werden alle diejenigen 

Cr«Ue*5 Joarnal f. i. M. Bd. XXVU. Heft 1. 2 
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Prnhu.U hetratkUij ztm weUken mUkt sdmmtlieAe Fmctarem £e mewUicien 
gmä, in welcher Ordmmg me muh mm»t mmf emmmier fallen mtögen. 
ßeifpicri. Fir die 5 Zahlengröfaen a, b. c, i nnd e ist 

= 1 

-f oft« 4- a*rf -f ^^'+ '^'"f ^*' ^ ^^^ T *^^ T ''^ T *^ -^ ^^ 
-«- tf^cvl-f abce'^aHe-\- acde-^- bcde 

-rAcAe. 

Dia (ilieier redits sind hier, aufser der Einheit, alle möjflicäen Producte von 

einern, zwri^ drei, vier und ßnf un^leicken Factorcn. Kein5 fehlt , und 

keins, desgleichen auch kein Factor, kommt mehr ab einmal vor. 

Beweis. A. Anstatt zu beweisen, dafs das Prodoct P, = 
(1-f fl/l-f 4;(I-rC)....(l4-») (!•) die Summe der Einheit und Jler möglichen 
Producte von a, b, e, .... tn, n m einem, zwei, drei u. s. w. Factoren sei, 
werde^ umgekehrt, bewiesen, dafs die ebengenannte Summe nichb anderes ist^ 
als jeneb Prodoct. Daraus wird unmittelbar die Behauptung des Lehrsatzes fol- 
gen; denn wenn bewiesen ist, dafs eine Gröfse B einer Grörse A gieidi sei, 
so folgt auch, dafs notb wendig A gleich B ist. 

B. Man nehme einen Augenblick an, die recAts in (2.) stehenden 
Producte seien wirklich alle mögUchen aus den 5 Factoren a, b, c, d und e, 
zu keinem (was die 1 giebt), zu einem, zwei, drei, vier und fiinfen, von 
welcher letzten Art olFenbar nur das eine Producl abcde möglich ist« und 
es komme nun eine neue sechste Gröfse f hinzu. 

Unstreitig befinden sich dann unter allen möglichen Producton der sechs 
Gröfsen a, b, c, d, e und f auch die der ffinr Gröfsen a, b, c, d und e. Es 
sind unter Jenen alle diejenigen, die den Factor f nicht enlbalten, also 
gerade alle die, welche rechts in (2.) schon vorhanden sind; denn diese 
Pioducle Bind nach der Voraussetzung aile möglichen aus den 5 Gröfsen n, b, 
Cf d und e, ohne Rücksicht auf die sechste Gröfse /.* 

Um daher alle möglichen Producte aus den 6 Gröfsen a, b, Cj d, e 
und f zu finden, kommt es nur darauf an, zu allen jenen möglichen Producten 
aus den 5 Gröfsen a, b, c, d und e noch alle die möglichen Producte hinzu- 
zuihun, welche von der sechsten Gröfse f herrühren; also diejenigen, welche 
sümmülch f aum Factor haben. 



2. Eneyklopüäie der Zakleniheorie. $. 2. 13 

C Diese ergeben 5ich wie folgt 

Zu der zweiten horizontalen Zeile nemlich rechts in (2.)^ welche 
blofs Producte von einem Factor enthält, kommt offenbar nur f selbst hinzu ^ 
denn es giebt kein anderes Product mit dem einen Factor f. Also ist zu der 
zürnten Zeile noch ff multiplicirt mit der 1 ans der ersten Zeile, hinzu zuthun. 

Was 7A\ der dritten horizontalen Zeile rechts in (2.), die nach der 
Voraus^elzimg alle möglichen Producte von zwei Factoren aus den 5Gröfsen 
a. 6, c, d und e enthält ^ wegen f noch hinzukommt, findet sich, wenn man 
alle möglichen Producte von ^ne$n Factor aus den 5 Gröfsen a, b, c, dy e 
mit /* multiplicirt; denn dies giebt offenbar alle die möglichen Producte von 
zwei Factoreii, deren jedes f zu einem seiner Factoren hat. Alle möglichen 
Producte von einem Factor stehen aber in der zweien Zeile, also mufs man 
diese ganze zweite ZeQe mit f multipliciren und das Resultat zu der dritten 
hinzuthun. Alsdann enthSlt die dritte Zeile alle möglichen Producte voa zwei 
Factoren aus den 6 Gröfsen a, b, c, d, e und f, 

Eben so findet sich, was zu der vierten horizontalen Zeile rechts in 
(2.): die nach der Voraussetzung alle möglichen Producte von drd Factoren 
aus den 5 Gröfsen a^ by c, d und e enthalt, wegen f noch hinzukommt, wenn 
man alle möglichen Producte von zwei Factoren aus den 5 Gröfsen a^ bj c. 
d und e 7nit f multiplicirt; denn das giebt offenbar alle die möglichen Pro- 
ducte von drei Factoren, deren jeder f zu einem seiner Factoren hat. Alle 
die möglichen Producte von 2 Factoren stehen aber in der dritten Zeile: also 
mufs man diese ganze dritte Zeile mit f multipliciren imd das Resultat zu der 
vierten hinzuthun. Alsdann enthält diese vierte Zeile alle möglichen Producte 
von drei Factoren aus den 6 Gröfsen tf, b, c, d, e und f. 

Gleicherweise verhält es sich mit den folgenden Zeilen. Man mufs die 
ganze vierte Zeile mit f multipliciren und das Resukat zur fünften hinzuthun^ 
worauf diese alle möglichen Producte von vier Factoren aus den 6 Gröfsen 
a, by Cy dy e und f enthält Und so weiter. 

Zuletzt kommt durch das eine mögliche Product abcdef aller 6 Gröfsen 
Oy by Cy dy c MXiA f eluo neue 7te Zeile hinzu, die aber gleichmafsig entsteht, 
wenn man die 6te Zeile, die nur das eine, aus den 5 Oröfsen a, b, c, d 
und e mögliche Product von 5 Factoren enthält, noch mit f multiplicirt. 

D. Um daher alle möglichen Producte, von keinem, einem, zwei, drei 
u. s. w. Factoren aus sechs Gröfsen aus der Gesammtheit aller möglichen Pro- 
ducte von keinem, einem, zwei, drei u.s.w. Factoren aus fünf Grössen zu 

2» 
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finden, ist nichts weiter nöthig, eis Jede Zeile der letzteren, folglich die GesamnU^ 
Aeie derselben, mit der neuen sechsten Gröfse f zu mnltipliciren und das Re- 
sultat zu der Gesammtheil der Producte aus 5 Gröfsen hinzuzuthun. 

E. Ob nun aber gerade 5 Gröfsen, wie in dem Beispiel, zuerst vor- 
handen sind, und eine neue sechste hinzukommt, oder ob anfangs weniger oder 
mehr Gröfsen vorhanden sind, findert offenbar an dem Obigen nichts. Welche 
Zahl von Gröfsen auch zuerst vorhanden sein mag: immer ist, um aus der 
Gesammtheit der Producte von keinem, einem, zwei, drei u. s.w. Factoren 
aus ihrer Mitte die Gesammtheit der Producte fOr eine CfröfM mehr zu finden, 
nichts weiter nöthig, als die schon vorhandenen Producte sfimmtlich nodi mit 
der neuen Gröfse zu multipliciren und das Resultat zu den vorhandenen Pro- 
ducten hinzuzuthun. 

F. Waren also ursprfinglich statt der 5 Gröfsen a, b, c, d^ e allge- 
mein die y—1 Gröfsen Of t, c, d, .... m vorhanden^ bezeichnete man die 
Gesammtheit aller tnöglichen Summen ihrer Producte von keinem, einem, zwei, 
drei u. s. w. Factoren durch 8^^^^ und kfime nun eine neue, vte Gröfse n 
hinzu, so wflrde die Gesammtheit oder die Summe alter möglichen Producte von 
keinem, einem, zwei, drei etc. Factoren aus den v Gröfsen a, b, e, d^ .... n, 
welche i9,. ausdrückt, gefunden werden, wenn man Sy^i mit n multipiicnrt und 
das Resultat noch zu S^^^ hinzuthut Also würde 

3. 8, = S^, + n.S,^, = (ii+l)«,.^ 
sein. 

G. Was aber für r gilt, gilt auch zufolge (U.) für y — 1 , oder für 
den Fall, wenn ursprünglich nur die r — 2 Gröfsen a, b, c, d, .... t vorhan- 
den wSren und die v — ite neue Gröfse oi hinzukäme. Also ist vermöge 
(3.) auch 

und dies, in (3.) gesetzt, giebt 

5. Sy = (m+l)(n-Ji-l)S^,. 
Eben so gut, was füry— 1 gilt, auch fttr r — 2, oder für den Fall, wenn 
ursprfln^ch nur v — 3 Gröfsen a, b, c, dj .... k vorhanden wfiren und es 
kirne die i^ — 2te neue Gröfse / hinzu. Also ist vermöge (3.) auch 

6. «^ = (/+l)«..3, 
und dies, in (5.) gesetzt, giebt 

7. 8, = (/+l)(m4.1)(n4.1)Ä,.,. 
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JET. So findet sich weiter 

18^ = (ft+l)(/+l)(m+l)(ii+l)&\^, 
8. {«, = (i-f l)(ft-f 1) (l+l)(m+l)(n+t)S^,, 



und zuletzt 

9. S, = (n + l)(m+l)(/+l)(*+l) .... (*+l)S.. 

i« Aber die Gesammtheit oder die Summe S^ der Prodaete fär bkfs 
dne Gröfse a, welche jSi bezeichnet, ist offenbar 1-f ^Z denn aufser der 
Einheit giebt es aus blofs einer Gröfse a kein anderes Producl als a selbst. 
Also ist schliefslich 

10. Sr = (l+a)(l + *)(l + c)(l + rf) .... (i+m)(1+ii). 

K. Es findet sich also, dafs die Gesammtheit oder die Summe Üy 
Mer möglichen Producte von keinem, einem, zwei, drei etc. Factoren aus den 
y Gröfsen a, b^ Cy d^ .... n, so genommen, dafs keines mehr als einmal vor- 
handen ist, und keines fehlt, auch keine Gröfse mehr denn einmal als Factor 
vorkommt, durch das Producl Py (1.) der r Gröfsen ! + «> 1 + ** l-f*^> ••• 
... 1 -{- 11 ausgedrückt wird. Mithin ist auch umgekehrt das Product Py ^Ueser 
GrÖfsen gleich der Gesammtheit Sy aller möglichen Producte von keinem, 
einem, zweien, dreien etc. aus den r Gröfsen a, b, c, dy .... n. 

' £#. Anm. Daf? Hauptmoment des Beweises ist, dafs aus der Gesammt- 
heit aller möglichen Producte von keinem, einem, zwei, drei etc. Factoren einer 
beliebigen Zahl von Gröfsen a, b, e, d, .... die Gesammtheit der Producte für 
eine Gröfse mehr gefunden wird, wenn man jene Gesammtheit mit der neuen 
Gröfse multiplicirt und das Resultat zu jener Gesammtheit hinzuthut* 

$. 3. 

Lehrsatz. 

Die Anzahl aller möglichen Producte von einer, zwei, drei etc. bie 
zu V aus V beliebigen Gröfsen oder Zahlen a, b, c, d, • • . . m, n ist, wenn 
wnan noch die Einigt, diese gleichsam ais Producl keines jener Factoren, 
Jünzulhut, gleich 2"^. 

Beispiel Fflr 5 Zahlen a, b, c, d und e sind folgende Producte 
txidglieh. 
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Das 1 Product mit keinem Factor, 1. 

Die 5 Prodncte von 1 Factor, nemlich a, b, e, d, e. 

Die 10 Prodncte von 2 Factoren, nemlich ab, ac, ad, ae, bc, bi 

be, cd, ce, de. 

Die 10 Prodncte von 3 Factoren, nemlich abc, abd, abe, acd, ace, 

ade, bcd^ bce, bde, ede. 

Die 5 Prodncte von 4 Facloren« nemlich ahcd, abce, abde, acde, 

bcde 
Das 1 Product von 5 Factoren, nemlich abcde. 

Tkot zusammen 32 Producte, und für v = 5, vrie hier, ist 2* = 2* = 32. 

Beweis. Znfolge (§.2.) enthält das Product 

2. P. = (l+a)(l + ft)(Hir)(Hi«)....(l+n), 
wenn man es entwickelt, nächst der Einheit, alle mäfflichen Producte ans den 
y Factoren a, b, c, d, .... n zu einem^ zwei, drei etc. bis v; und keines die- 
ser Producte mehr als einmal. 

Für beliebig A^^/immfe Zahlenwerthe von a, b, c, d, .... n findet man 
den Ztohtenwerth des Products Py offenbar eben sowohl, wenn man den 
Buclfrstaben Oy b, e, d, — ii in (2.), als wenn man ihnen in den Mizelnen 
Gliedern dc*^ entwickelten Prodncts die ihnen bestimmten Zahlenwerlhe bei- 
legt: und zwar hiuner^ tbelcke auch die Zahlenwerlhe von a, b, c, d, .... n 
sein mögen. 

Macht man nun z.B. fl = J = c = rf .... =n= 1, so ist der Zahlen- 
werth jede^ Ghedes des eit/irfCÄre/Z^n Products ffleick 1, und folglich die Summe 
dieser GliedcT. das heifst P^, ihrer Anzal^l gleich. Andrerseits ist fflr m^= 
b = c = d.... = n=l, zufolge (2.), P. = (t+l)(l+l)(l+l)..., (l+l), 
oder, da P^ r Factoren hat, =Ti mithin ist die Anzahl der Glieder des 
entwickelten Products P, gleich 2'. 

S 4. 
Lehrsatz. 

Der Werth eines Products beliebiger ganzer Zahlen a, b, c, d, . . . 

m, n, deren Anzahl durch v bezeichnet werden mag, bleibt derselbe 

nun mag erst a mit b, das Ergebnifs damn mit c, da^ Ergebmifs dacan 

nuf d tf. s. w. multiplidren, oder man mag das Ergebnifs der MuUipB^ 

catton einiger ersten Factoren nut dem Krgebni/> der Multiptication 

einiger folgenden. n.s.w. bis zu Ende , multiplidren. Es wird indaeeen 
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einsiwiilen vorausgesetzt, iafs b^ der einen fmd der andern Art der 
Multiplicatianen £e Factoren in der gleichen Aufeinanderfolge in 
Rechnung kommen. 

In dem Sinne der Bedeutung des Vorhandenseins oder der Abwesenheit 
des Puncts als Multiplicationszeichen (§• i^Oß ^^ß nemlich das Vorhanden-- 
sein des Puncfs die Operation und die Abwesenheit desselben das Re- 
sultat derselben andeutet, behauptet der Lehrsatz, dafs z.B. in demProduct 

1. py = a.b.c.d.e .... i.k.l.m.n 
die Puncte, wo man will, und ihrer so viele, als man toill, wegge- 
lassen werden können, ohne dafs der Werth des Products sich änderte. 
Übrigens können die Zahlengröfsen a, b, c, d, . . . . n unter ein- 
ander sämmtlich ungleich, oder einige davon, oder alle können einander 
gleich sein. Der Satz bleibt derselbe. 
Beispiel. Es ist 
4.6.5.3-9 

4.6.5.27 = 4.6.15.9 = 4.30.3.9 = 24.5.3.9 
= 4.6.135 =4.90.9 =120.3.9 =4.30.27 = 24.5.27 

= 24.15.9 
1= 4.810 = 24.315 = 120.27 = 360.9 
= 3240. 

In der ersten horizontalen Reibe (2.) ist ft^nPunct weggelassen; in der zwei- 
ten Zeile ist je ein Punct; in der dritten Zeile sind auf alle mögliche Weise 
sswei Puncto weggelassen; in der vierten Zeile drei Puncto, und in der fünften 
Zeile alle vier Puncto. 

Beweis. A» Man bezeichne der Kürze wegen 

a.b. cd .... i.kJ.m.n durch P, 

a.b. cd .... i.kJ.m durch 3f^ 

a.b. cd .... i.k.l durch L, 

a.b. cd .... i.k durch K, 

a.b. cd i durch I, 

u. s. w.; 

so dafe also, der Bedeutung (§.1.) des Multiplicalionspuncles geniöfs. 
/ i' = M.n = L.m.n == K.l.m.n = I.k.l.m.n, 
^ )M= L.m =: K.l.m = I.k.l. m, 
\l = K.l ^ I.k.l, 

ljjr= /,& 

IL s.w. ist. 



16 9. BmegH^fUie ier ZMemtkefu. $. 4. Fonn.5— 9. 

B. Nun bedentet der AnsdnidL L.m.n von P in der ersten Zeile 
([4.), dafs L erst mmal und dann das was herauskonunt nmal genommen wer- 
den soH Man schreibe L in einer horiiontalen Zeile mmal neben einander, 
md n soldier Zeilen, nemlich: 



(£ä, Li, Ej^ Ejj ••••£» 
lä^ äjj Eäß Lp • • • • £ 
!>. \L, L, L, L, .... Ly Hf 

Ejf Li, Lf Läp ....La 

so ist hier L wirklich erst mmal genommen, nnd dann das Ergebnils nmal. 
Also steüt die Gesammtk^t der L in (5.) P vor. 

Aber die Anzahl der in (5.) vorhandenen L ist offenbar der Zahl 
mn gleich, denn es sind der h so viele vorhanden als das Product mmal 
n Einheiten hat« also »n. Folglich ist P auch nichts anderes als L, nmmal 
genommen, nnd folglich ist noch 

6. P == L.mn = a.h.c.i....i.kj.mm, 
und daraas folgt, dafs der Werth P sich nicht indert, wenn man in seinem 
Ansdmck (1.) den letzten Ponct weglifst. 

Wir haben also bis jetzt folgende zwei verschiedene Ansdrflcke von P: 
^ \P = L.m.n (4.) and 
j P = L.mn Cßi 
C. Nan ist in diesen Ansdracken L nichts anderes als £^.1 (3.)^ also 
kann P vermöge (6.) auch -wie folgt ^•^<chrieben werden: 

a P = K.t.mn. 
Es zeigte sich aber so eben, dafs, wenn eine Zahl L erst m, and 
dann das was herauskommt n mal genommen wird, das Ergebnifs das nemliche 
ist, als wenn man L sogleich wmmal nimmt. Alsu wird auch in (8.)^ wo 
die Zahl K erst mit / und dann das was herauskommt mit der Zahl mn 
mnltiplicirt werden soll, das Ergebnifs das nemliche sein, als wenn man K 
sogleich mit dem Product Imn der beiden Zahlen I und mn multiplicirt 
Mithin ist auch 

9. P = K.lmn = a.b.c.d....i.kJmn (3.) = 
und daraus folgt, dafs der Werth von P sich wiederum nicht ändert, wenn 
man in seinem Ausdruck die heiäen letzten Puncto weglifst. 
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D. Gesetzt nun, es wäre K, statt wie in (8.) erst mit der Zahl / 
und dann das Ergebnifs mit der Zahl mn, vielmehr K erst mit der Za/d im 
und dann das Resultat davon mit der Zahl n zu muIUpliciren, so würde das 
Ergebnifs, aus gleichem Grunde wie in (C), =KJmn sein. Dieses aber 
ist =P (9.)- Also kann P auch durch 

10. P = K.lm.n = a.b.c.d ....i.k.lm.n 
ausgedrflckt werden; und daraus folgt, dafs der Werth von P sich auch nicht 
verändert, wenn man in seinem Ausdruck (1.) den vorletzten ¥m\cl wegläfsl. 
Es dürfen also in dem Ausdrucke von P (1.) sowohl die beiden letzten 
Puncto, nach (9.), als der letzte Punct, nach (S.)? oder der vorletzte Puncl, 
nach (10.) 9 weggelassen werden, ohne den Werth von P zu ändern. 

Demnach haben wir bis hierher folgende vier verschiedene Ausdrücke 

von P: 

/P = K.l.m.n (4.), 

^^ \p==.K.l.mn (8.), 

\ P ^ K.lm.n (10.), 

[p = K.lmn (9.). 

E. Mau setze in diesen 4 Ausdrücken von P statt K seinen Werth 
i.k (4.), so erhält man aus (11.) folgende 4 neue Ausdrücke von P: 

12. P •=^ I. k.l.m.n = l.k.l.mn = I. k.lm.n = I. k.lmn. 
In die 2 Ausdrücke von P (7.) dagegen setze man aus (4.) den Werth I.kJ 
von Lf der auch, eben so wie zufolge L.m.n = Lmn, nichts anderes ist 
als l.kl, so erhält man noch folgende 2 Ausdrücke von P: 

13. P ■— I.kl.m.n = I.kl.mn. 
Man setze endlich in den Ausdruck M.n von P (4.) den Werth I.k.l.m 
von M, der aus demselben Grunde, aus weichem zufolge (C) K.l.m.n = 
K.lmn war, nichts anderes als I.k Im ist, so erhält man noch folgenden 
/ Ausdruck von P.* 

14. P =- I.klm.n, 

und dieser Ausdruck giebt, aus demselben Grunde, aus welchem zufolge (iB.) 
L,m,n = L.mn war, endlich noch den i Ausdruck 

15. P == I.klmn. 

Zusammen also haben wir nun aus (12. 13. 14. und 15.) 4-| 2-} 1 -[ I 
= 8 verschiedene Ausdrücke von P. Sie sind, wenn man sie so ordnet, 
wie in ihnen keiner, oder einer, oder zwei, oder drei Puncle zwischen kj 
l, m und n fehlen, folgende: 

Crelle^s Journal f. d. M. Bd. XXVIL Heft 1. 3 



18 2. E»}cyhlopädie der ZaMenikeorie. §. 4. Form. 16 — is. 

P= I.k.Lm.n (12.), 
jg . P === l.k.l.mn (12.) = I.k.lmn (12.) = l.kl.tn.n (13.), 
P =:i.A:./Mn (12.) = /.Ä/.mii (13.) = i. Ar /m.n (14.), 
P = i.Ä/wii (15.). 
Keiner dieser Ausdrücke ist seiner iPortn nach dem andern gleich; denn 
die 4 Ausdrücke (12.) entstanden aus den 4 unter sich verschiedenen Aus- 
drücken (11.) darch flinznthun von k, mit einem Punct zwischen Ar und /; die 
2 Ausdrücke (13.) entstanden aus den beiden unter sich verschiedenen Aus- 
drücken (7.), ebenfalls durch Hinzuthun von k, oder ohne Punct zwischen k 
und l, jedoch mit einem Punct zwischen / und m, und sind also durch das 
Erste von den vorigen wesentlich verschieden: der eine Ausdruck (14.) ent- 
stand aus (4.) durch Hinzuthun von k, l und w, ohne Punct zwischen k und / 
und / und m> aber mit einem Punct zwischen m und n^ und ist also dadurch 
ebenralls von allen vorigen verschieden. Der Ausdruck (15.) hat gar keinen 
Punct zwischen Ar^ /, m und n, während alle vorigen wenigstens einen Punct 
hatten, und ist aiso ebenfalls von allen vorigen verschieden. 

F: Man setze weiter in die 8 Ausdrücke von P (16.) den Werth 
HA von /. (4), so bekommt man 8 neue Auedrücke vonP, die, eben wie 
die 8, aos welchen sie entstanden, unter sich verschieden sind, und sfimmtlich 
zwischen i und k einen Punct haben. Es sind folgende: 
/P =. H.i.k.l.m.n, 

)P = H.i.k.l.mn = B.i.kJm.n = H.i.kl.m.n, 
l"^- \P.= H.i.k.lmn ^^ tij.kl.mn =^ H.i.klm.n, 

IP= U.i.klmn. 
In die 4 Ausdrücke von P (11.) setze mim den Werth H.i.k von 
K (4.), der zufolge (B.) nichts anderes ist als B.ik, so bekommt man 
4 Ausdrücke vonP, die, eben wie die 4, aus welchen sie entstanden, unter 
sich, aber auch von den vorigen 8 dadurch verschieden sind, dafs sie sSmmt- 
lich, anders wie diese, zwischen i und Ar keinen Punct haben, wiewohl alle 
zwischen k und l einen Punct. Es sind folgende: 

P = HAk.i.m.n, 
18. { P = HAkl.mn =.-- H.ik.lm.n, 
\ P -— H.ikJmn. 
In die 2 Ausdrücke (7.) von P setze man den Werth H.i.k.l von 
L (4.), der zufolge (C) mchls anderes ist als H.ikl, so bekommt man fer- 
ner 2 Ausdrücke von P, die, eben wie die 2, aus welchen sie entstanden, 
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unter sich, aber auch von allen vorigen dadurch verschieden sind, dafs sie, 
anders wie diese, wader zwischen i und k, noch zwischen k und / einen 
Punct haben, wiewohl beide zwischen / und m einen PuncL Es sind folgende; 

.q \P =^ H.ikl.m.n und 

In den einen Ausdruck P=^M.n (4.) setze man den Werth H.Lk.Lm 
von Mf der zufolge (£#0 nichts anderes ist als H.iklm^ so erhält man 

20. P = U.iklm.nf 

welcher Ausdruck wieder von allen vorigen dadurch verschieden ist. dafs er, 
anders wie sie, weder zwischen i und k^ wie (17.) 9 noch zwischen k und ^ 
we Ci8.)^ noch zwischen / und m, wie (19.j, einen Punct hat, sondern nur 
nodi zwischen m und n. 

Endlich giebt (20.) vermöge (ft^ noch den Ausdruck 

21. P =x= HJklmn, 

welcher wieder von allen vorigen dadurch verschieden ist, dafs er nirgend 

zwischen den Factoren t, k, l, m und n einen Punct hat. 

Wir haben also nun zusamuiengenommen aus (17. 18. 19. 20. und 21.) 

22. 8+4+2+1 + 1 ^ 16 

Ausdnicke von P, die alle unter einander verecMeden sind. Sie sind, auf 

die Weise geordnet, wie zwischen i, k^ l, m und n keiner, oder einer, oder 

zwei, oder drei, oder alle vier Puncto fehlen, folgende : 

{P = H.i.kJ.m.n (17.) 

^P = H.i.k.Lmn (17.) = H.i.k.im.n (17.) = U.i.kf.m.n (17.) 

= U.ik.l.m.nilS.)^ 

^}P 7= U.i.k.lmn (17.) = H.i.kl.mn (17.) = H.ikJ mn (18.) 

=: H.i.ktm.n (17.) = H.ik.lm.n (18.) = H.iki.m.n (19.), 

jP = H.i.klmn (17.) = H.ik.lmn (18.) = ff.iÄ/.mn (19.) 

= U.iklm.n .(20.), 
P = H.iktmn (21.). 

&• Verfahrt man von Neuem ganz ähnlich wie in (F.), indem man 
nemlich in die 16 AusdrAcke von P (23.) staU U seinen Werth G.h, in die 
8 Ausdrflcke (16.) statt I seinen andern Ausdruck G.hi, in die 4 Ausdrücke 
(11.) statt K seinen dritten Ausdruck G.hik, in die 2 AusdrAcke (7.) statt 
L seinen vierten Ausdruck G.hik l und in den 1 Ausdruck (4.) statt M sei- 
nen fOnften Ausdruck hiklm setzt, so bekommt man, mit P=^G.hiklm.n 
z=s.G.hiklfnn zusammengenommen, 

3» 
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24. t6 + 84-4+2 + l-f 1 = 32 
AusdrOcko von P, die, aus ganz ähnlichen Gründen wie in (Z'**), alle von 
einander verschieden sind. 

H. So also kommen, wenn man auf diese Weise weiter forlffihr^ 
durch jede neue^ Operation immer gerade ebensoviele neue^ unter sich und 
von den vorigen verschiedene Ausdrücke von P zum Vorschein, ah zusammen^ 
genommen bis dahin vorhanden waren. ^ Die Zahl der verschiedenen Aus- 
drücke von P wrd also durch jede Substitution gerade verdoppelt. 

Zuerst waren 2 Ausdrücke (7.) von P vorhanden. Durch die nächste 
Substitution stieg ihre Zahl auf Atxs Doppelte, auf 4 C^^O? durch die folgende 
Substitution wieder auf das Doppelte, auf 8 (16.); sodann abermals auf das 
Doppelte, auf 16 (23.) u. s. w. In den 2 Ausdrücken (7.) enthielt L noch 
r — 2 Factoren; in den 4 = 2^ Ausdrücken (11.) enthielt JK noch v — 'i Fac- 
toren; in den 8 = 'J^ Ausdrücken (16.) enthielt / noch y — 4 Factoren; in 
den 16 = 2* Ausdrücken (23.) enthielt H noch v— 5 Factoren. Fährt man 
also so fort, bis A nur noch den einen =z (y—{y — \)) Factor a enthält, 
das heifst, bis P, wie in (1.)^ ganz durch seine einzelnen Factoren ausgedrückt 
ist, so wird man 'i""* Ausdrücke von P gefunden haben, die in der Form 
sämmtlich unter sich verschieden sind; und zwar dadurch, dafs ihnen ent- 
weder keiner, oder, hier oder dort, immer an verschiedenen SteQen, einer, 
oder zweiy oder drei u. s. w., oder alle Puncte fehlen. 

/• Fragt man nun gegenseils, auf wievielerlei Arten in dem Ausdruck 
25. Py ^=' a.b.c.d....i.k.l.m.n (1.) 
von den y— I Puncten zwischen den r Factoren a, b, c, d, — n keiner, 
oder einer, oder zwei, oder drei u. s. w. bis y—l Puncte fehlen können, 
so ist diese Frage keine andere, als auf wievielerlei Arten sich r—i Dinge 
zu 0, 1, 2, 3, .... V — I verbinden lassen; etwa zu Producten, wenn sie 
Zahlen wären: denn die Puncte sind zwar nicht an sich selbst von einander 
verschieden, aber sie sind es durch ihre Stellung; und in Rücksicht auf 
dkse können sie allerdings mit v—i von einander verschiedenen Dingen, 
z.B. Zahteü oder Factoren, verglichen werden. In solchem Betracht ist also 
die Frage dieselbe, wie die, welches die Zahl der verschiedenen möglichen 
Producte von r—i Factoren zu 0, 1, 2, 3, r — i sei. 

Diese Zahl ist zufolge des Lehrsatzes (§. 3.) 

26. = 2»'-': 
also ist auch die Zahl aller möglichen verschiedenen Jr/en, wie in dem Aus- 
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druck von P (25.) 0, 1, 3, 3, .... y — 1 von den y— 1 Pnncten zwischen 
den V Factoren a, h, c, d, .... n weggelassen werden können, =2*'"'^ 

Gerade soviele, durch Weglassung der Puncle verschiedene Ausdrücke 
von P wurden aber oben gefunden (ffO? ^^^ ^^ zeigte sich, dafs alle diese 
verschiedenen Ausdrücke von P denselben WertA haben. Also wurden alle 
möglichen, der Form nach verschiedenen Ausdrücke von P gefunden, und 
es folgt mithin, dafs der Werth von P sich nicht ändere, welche und wieviele 
Puncto man auch zwischen den Factoren weglassen möge ; was zu beweisen war. 

JC Da übrigens der Beweis von den Werthen der Factoren o, b, 
c, d, — n gar nicht abhängt, so folgt auch, dafs es gleichgültig ist, ob die 
die Factoren unter einander ungleich oder gleich sind. 

Anm. Die Ilauptmomente des Beweises sind, erstlich, die auf der 
Anschauung beruhende Bemerkung in (B.), dafs der letzte Multiplications- 
punct zwischen den Factoren weggelassen werden könne; sodann die Bemer* 
kung in QD.^^ dafs, da z. B. k.l.mn, eben nach der vorigen Bemerkung, das- 
selbe geben würde, wie k.lm.n, nemlich beides k.lmn, auch der vorletzte 
Punct statt des letzten weggelassen werden könne; und dann endlich der 
Umstand, dafs die Zahl der sämmtlich unter einander verschiedenen Ausdrücke 
von Py die sich mit Hülfe der beiden vorigen Bemerkungen finden, wie es 
in (H. und /•) sich zeigt, gerade eben so grofs ist, als, zufolge des Lehr- 
satzes ($. 3.), die Zahl aller möglichen Verbindungen der v — 1 Multiplications- 
puncto au keinem, mnem, zwei, drei u. s. w. bis y—\. 

§. 5. 
Lehrsatz, 

Es können y Elemente (z. B. Buchstaben oder Zahlen^ 

1. a, c, c, d, • • • • m, n 
aiü^ 

2. X = 1.2.3.4.5.... y, 

undnicht mehr und nicht weniger Arten, die der Auf einander folge nach 
verschieden sind, anmnandergereiht oder mit einander verbunden werden. 
Beispiel. Die vier Buchstaben a, b, c, d können auf folgende ver- 
schiedene Arten nebeneinander gestdlt werden: 

iabcd acbd bacd bcad cbad cabd 

Q \abdc adbc bade bdac dabc dbac 

\adcb acdb dach dcab cadb cdab 

^ dbca dcba bdca bcda cMa ebda. 
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kür 4. ni fie ZthL der ▼erarinWfw« VerbindugCB ist, wie na ädiL 
4. 24 = 1.2.i.4 = 1.2 .... r. 



Erster Beweis. jL San fasse arfea^ com» te* r BacfetibcB «, 
*, «, i, .... n, L B. », weg, oi stdie aicfc «Ib adffieieii, der Asfci»- 
wdofalge maA rentäiedemem Verbindongca der a i r yg i r — 1 Bociistabea 

Tor. Ihre AaaabL werde dsrch x beieiduML Hiogt on woi je4er £c£er 
Ttrhimiangm des eineiL wetorela^sefieii Bcidk^ben Bocb an« so wird iiub 
X finuHtBcfc der Anfenjnderfoife naA mier sick TerKhiede&e Yeciiäuiiui^es 
hifceB. isd c» ^iebt ihrer Bcht neär md eicht wcmfer mm dgmgrn^ wekfa^ 
alle m mm letttag Baehetehen htti^ea. 



B. Aher stMil m kann hsb «och jeJem mmderm der v Bachstehefi erst 
iregiaäseii. tSe BtieGehen, der Asfeinaadfffol^ nach Terxhiedesen Terbin- 
dvB^eii i^ iArigem macüen. nnd danm £e<ea Verhiadusea jedesmal den 
iBcr5t weggriasseaea Buchätahea wieder aaltfttgeti. Dieses giebt vir jedem 

Bachätabea. den man xaerst wegfiele, and Cmor ydeiiet anhinge, x oiiter iick 
Terschiedene VerlJUMhuigeDL: ncht mehr aad nicht weniger: also iherhaapt, d» 
r Bnchstahea TorhaadM «iod . und jeder der letzte sein kann « r CrmpptM ^ 

jede Ton ^ Verbindangen: and alle diese Verhincongen sind anfcer sich ver- 
sdnedea« nicfaC allein üe in jeder Grappe anier sich , sondern acch die in aen 
Terschiedenen Grnppen, weil jede Gvuffe einen mmderm letztem Bscfastahea 
hat Desgleichen sind nich^ mehr und nicht weniger aL? y Grtqßjßem mdgiich, 
weil jede Gruppe nothwendig einem Buchstaben zu ihrem letztem hat. 

Also and tlberbaBpi 

»— » r 

5. y.x = X 

sinuntlich der Aofeinanderfolge nach yerschiedene Verbindungen von f Buch- 
staben möglich; nicht mehr und nicht weniger. 

C Wa: nun ron der Zahl r gilt, gilt aach Ton jeder aaaem Zahl 

der Demente: aho auch von den Zahlen r — 1. y — 2. w — 6 mithin 

der Reihe nach von den Zahlen :?• S. 4^ — v. 

För y = 2. alio f — I = 1 . ist aber offenbar x = x = 1 : denn em 

i 

Element lils; sich nur aif x = 1 An slellea. Setz; man daher in (5.) der 
Reihe nach J. 3. 1, c. .^. y slajt r. i«) ergiebt sich 



6. 
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2.1 ^ x^ 

7 3 

S.x = 3.2 = x^ 

3 4 

4.ar = 4.3.2 = ar, 

4 5 

5.x = 5.4.3.2 = X, 



y.(r—t)(y—2)(y—3) .... 2 = 1.2.3.4.5 .... r = xf 
wie es der Lehrsatz behauptet. 

Zweiter Beweis. D. Einer und derselben beliebigen Verbindung 
der y — 1 Elemente a, bj, c, 4, •••• m kann das vte Element n an >^ und 
nicht an mehreren verschiedeneti Stdlen hinzugefOgt werden; nemlich, erst 
unmittelbar /ititfor jedem der v— 1 Elemente, und dann noch vor dem ersten. 
Die aur solche Weise aus einer der Verbindungen der v — 1 Elemente ent- 
stehenden V Verbindungen sind alle unter sich verschieden, denn jede hat n 
an einer andern Stelle; auch giebt es ihrer nicht mehrere. 

E. Was nun von irgend einer der Verbindungen von v — 1 Ele- 
menten gilt, gilt auch gleichmäfsig ron Jeder andern ihrer sämmilichen Ver- 

bindungen, deren Anzahl durch x bezeichnet wurde. Jede derselben giebt 
durch HinzufDgung des neuen, vten Elements n^ y unter sich verschiedene 

Verbindungen. Auch sind stets die aus den verschiedenen x Verbindungen 

von y— 1 Elementen hervorgehenden Verbindungen von v Elementen von den 

»-1 
vorigen verschieden; denn die x Verbindungen von y— 1 Elementen sind es 

ehe ihnen das neue Element n hinzugeftigl wurde, also sind sie es auch noch 

hernach^ da durch die Hinzufflgung von n an der Aufeinanderfolge der y — 1 

Elemente a, b, c, d, .... m nichts geftndert wird. 

F. Die durch die HinzufOgung des yten Elements n entstehenden 

X Gruppen, jede von y Verbindungen^ und folglich die entstehenden x • y Ver- 
bindungen sind daher sämmtlich von einander verschieden. Auch giebt es 

nicht m^Arfr^ Verbindungen der y Elemente; denn jeder der x Verbindungen 
von y — 1 Elementen kann das yte Element auf nicht mehr als y Arten hinzu- 
gefügt werden (Ä), und der Verbindungen von v—i Elementen, welchen daa 

yte Element hinzugefügt werden könnte, giebt es nach der Voraussetzung 

y— 1 
nicht mehr als x. Die erlangten Verbindungen von y Elementen sind abo 
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r 

alle mögUchen, deren Anzahl durch x bezeichnet wurde: folglich ist 

r— l y 

7. X .r = ar. 
Dieses ist dieselbe Gleichung wie (5. in B.^^ da, wie aus {B. §. 4.) erhellet, 
zwei ganzzahlige Factorcn verwechselt werden können, ohne dafs das Product 
sich änderte. Aus (7.) folgt das Übrige yae in (C). 

Anm. Der erste Beweis weiset nach, dafs die möglichen Verbindun- 

•»—1 
gen von v Elementen aus v Gruppen von x verschiedenen Verbindungen von 

^-^ 
V — 1 Elementen bestehen: der zweite, dafs sie aus x Gruppen von v ver- 
schiedenen Verbindungen von v — l Elementen bestehen ; welches die Glei- 
chungen (5.) und (7.) giebt, die nach (ß. §. 4.) Eines und Dasselbe bedeuten. 
Aus (5. u. 7.) folgt der Satz, wenn man der Reihe nach v = 2, 3, 4, . . . . y setzt. 

Übrigens ist zu Dem waa weiter folgt nur etne der beiden Gleichungen 
(5. u. 7.) nöthig, also eigentlich noch nicht die Zuhülfenahme des in (0. §. 4.) 
sich ergebenden Satzes, dafs in einem Product von zwei Factoren die beiden 
Factoren verwechselt werden können. 

Lehrsatz. 

L Die Ordnuny, in welcher die ungleichen oder gleichen ganz-^ 
zahligen Factoren eines Products ^ z. B. die v ganzzahligen Factoren 
a, b, c, d, .... m, n des Products 

1. P =rT= a.b. cd m*n 

aufeinander folgen^ kann nach Belieben verändert werden, ohne dafs 
sich der Werth des Products änderte. 

II. Die Anza/U x der verschiedenen möglichen Arten, in welchen 
die Factoren auf einander folgen können, ist 

2. X = 1. '2.3.4.5....!'. 
Beispiel. Alle die 

3. 1.2.3.4 == 24 



Producle 






/'2.3.7.9, 2.7.3.9, 


3.2.7.9, 


3.7.2.9, 7.2.3.9, 7.3.2.9, 


\ 2.3.9.7, 2.9.3.7, 


3.2.9.7, 


3.9.2.7, 9.2.3.7, 9.3.2.7, 


"*• \ 2.9.7.3, 2.7^.9.3, 


9.2.7.3, 


9.7.2.3, 7.2.9.3, 7.9.2.3, 


(9.3.7.2, 9.7.3.2, 


3.9.7.2, 


3.7.9.2, 7.9.3.2, 7.3.9.2 



haben sammtlich denselben Werth 378. 
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Erster Beweis. A. Nach dem Lehrsatze (§. 4.) können die Mul- 
tiplicationszeichen wo man will we^tfelassen werden, ohne dafs der Werlh des 
Products sich änderte. 

Man lasse sie in (1.) alle bis auf irgend eins, z. B. bis auf das 
zwischen g und A, weg, so ist 

5. P = abcd....ffXAi....lmn. 
Dieser Ausdruck von P heifst: es soll die Zahl ahcd....g, die durch G 
bezeichnet werden mag, mit der Zahl hi....Imn, welche A sein mag, mnl- 
tiplicirt werden: das Product davon sei P. Es ist also 

6. P=G.H. 

B. Die Zahl 

7. H =z ki....lmn (J.) 
ist aber (nach §. 1.) nichts anders als 

8* H =^ hi....lm.n: 
daher ist, wenn man der Kürze wegen die Zahl ki....lm durch ilf bezeichnet, 

9. £f n= M.n. 

C. Nun schreibe man so viele EmhmUn in eine horizontale Reihe, 
als deren die Zahl M enthalt, und so viele solcher Bmhen unter einander, 
ab Einheilen in der Zahl n euAalten sind, nemlich wie folgt: 

M 



10. < 1 ! I 1 . . . . 1 > ». 

1 1 1 1 .... 1 

Hiw sind offenbar in Allem so viele Einheiten hingeschrieben worden, als 

das Product M.n und folgüeh die Zahl H entbtlt, und man findet ihre An- 

suMj wenn man M, wie es sein soll, mit n multiplicirt Man findet aber 

duch ihre Anzahl , wenn man n mit M multiplicirt ; denn es befinden sich in 

Jeder verticalen Reihe n Einheiten (nemlich so viele als horizontale Reihen)^ 

^md solcher verticalen Reihen sind M vorhanden (nemlich so viele als l?m- 

Jkeiten in jeder horizontalen Reihe). Also ist 

lt. M.n = n.M, 
^as heifst, es ist 

12. ki....lmxn = nxki....lm = H (8.). 

CreUe*s Joornal f. d. M. Bd. XXVII. Hefl 1. 4 
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Di Aber zufolge (§• 4.) ist auch, da das Hültiplieationszeichen 
flwiBchen n und A wej^gelassen werden kann, 

13. nxAi ....Im = nhi .... Im, 
abo ist auch zufolge (12. und 7.) 

14. nAi....lm =z hi ....Imn =:: B^ 
und folglich, vermöge (6.), 

15. P t=i G.nhi....lm i= ahcd....g'i^nhi....lm (5.), 
mithin nach ($. 4.) auch 

16. P= nhöd....gnhi....lm.^ 
und da vermöge (§. 4.) auch 

17. P = abcd....ffhi.... Imn 

is^ 

18. ahcd....gnhi....lm =; ub'Cd,..fiAi....lmn «= P^ 

oder auch, da zufolge (§• 4.) iiftc4....jriiAt...»/f}i dasselbe ist, vnea.b.c.d... 

19. a.b.c.d ....jf.ti.A.t .i.. l,m == a.b.t.d .... g .A.i .... l.m.ft = jP* 
£. Hieraus folgt, dafti der 2e/ef^ Factor n von P jede bdidnge Stelle 
annehmen kann, ohne dafs derWerthvonP sich Änderte; denn, eben sowie 
er hier zwischen g und A getreten ist, kann er auch zwischen zwei beliebige 
andere Factoren treten, und selbst vor alle ihm vorhergehende Factoren; denn 
für den letzten Fall darf man si6h P nur als l.a.b.c.d ....l.m.n vorstellen 
und n zwischen 1 und den Factor a treten lassen. 

F. Nun setze man flir den Äugenblick taraus, in einem Product von 
r—i Factoren, z. B. in dem Product 

20. JTi = a.b.c.d.... l.m, 
welches also hier 

21. P = Xi.n ^= a.b. cd. ...l.m.n 
giebt, dflrien wirklich alle Factoren nach Belieben vertauscht werden, ohne 
dafe der Werth von X^ sich Snderte, so Ändert sich offenbar durch alle diese 
Vertauschungen auch der Werth von P= JT^it nicht. 

G. Wie oben gezeigt, kann aber der letzte Factor n in F (21.) ir- 
gendwo anders hin, also vor m treten, ohne dafe dadurch der WertA vonP 
sich Änderte. Also kann P auch durch 

22. P = Xa.m 
ausgedrflckt werden, wo JEi, eben wieJTi, r—i Factoren enthält, und zwar 
alle Factoren von P bis auf den Mun m. 
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H. Ist nun die Yoraoasetziing richtig, dafs in einem Product von v-^l 
Factoren alle diese Faotoren nach Belieben vertauscht werden können, ohne 
dafs der Werth des Produets sich änderte, 30 können alle dieee möglichen 
Vertauschungen auch in X^ geschahen y ohne dafs der Werth von JE^ und milr 
hin zufolge (22.) der Werth von P ein anderer würde. 

/. Unter den verschiedenen mögÜchenVotmi^VL vonJC^ werden noth- 
weudlg auch solche sein, die / zum hUzten Factor haben« Vor dieisen letasi^ 
ten Factor kann, in ii'gend einer derselben, wieder dem dien Bewiesenen 
zufolge, in (22.) m tieten, ohne dafs P sich änderte: also kann auch P dutch 

23. p = jr3./ 

ausgedrückt werden, wo JT^, eben wie X^ und ^, v—l Faotoren enthilt^ 
und zwar alle Factoren von P bis auf den dnen l 

K. Hier können abermals, immer insofern die obige Voraussetzujug 
(F.) richtig ist, die Factoren in X^ auf die mögliche Arten v^tauscht wer- 
den, ohne dafs der Werth von X3, und folglich auch ohne dafs P sich Sndert. 

L. Nimmt man aus den verschiedenen Formen von X^ eine, in wel- 
cher k der letzte Factor ist, so kann in (23.) vor k wieder / treten und folg- 
lich P auch durch X^.k ausgedrückt werden. Und so weiter. 

M. Alle die verschiedenen Ausdrücke 

24. Jlj^.ii, Xi^fn^ X^.l^ X^.k^ .... X^a 
geben also sAmmtlich den yleicAen Werth von P, stets insofern die Voraus- 
setzung richtig ist, dafs in einem Product yqn r — 1 Factoren die sfimmt- 
liehen Factoren nach Belieben vertauscht werden dürfen. 

2V, Die verschiedenen Ausdrücke (24.) von P enthalten aber, wie 
aus dem eraten Beweise des Lehrsatzes (§• 5.) hervorgeht, alle mögliehen 
Vertauschongen der sOmmtÜchen v Factoren von P. Also folgt bi^ hieher, 
dafe, m»€fem es wahr ist, dafs in einem Product von v-^l Factoren die 
Factoren auf alU mögliche Arten vertauscht werden dürfen, ohne dafs der 
Werth des Pxoducls sich Änderte, das Qlmehe auch für ein Product von y Faoi- 
toren gilt. 

0. In einem Product von zwei Factoren, z. B. a und b, dürfen aber 
wirklich die beiden Factoren auf die für sie mOgÜchen xuj$i Arten vertauadit 
werden, ohne dafs der Werth des Productes sich Ändert. Dieses folgt aus (C): 
denn so wie dort M.n = n.M ist (11.)) so ist auch a.b = b^a. 

Also folgt aus (N.), dafs auch in einem Product von 3 Factoren tfe 

4» 




foT SHiar Factacm 

Zweii^rT Ef^veis. 0- Xm seru^ wie oka ia C^-)* 
es QirifK ifi ABB PrDdiic: t-oh y — 1 Fackom 

2Sl ^ = «ic^ — te 
auf wLt mfgfiritflB AiteL xertaBsdu werden. «Ine tt& «er Wcr& 
Friioucs s'ici iBiDerifu Ist äe&e Voranssetixsf Tkii%, so wirc oer Werdi 

Sti. P = X « = «'rif .... Im.m 
vuL T Fadirer siiii nidi: iDÖfni« w]f mnii mdi im JC^ &t i — l FMtoreB 
Ä, i, c, 4 . . . » T-f-rsBtea mar. 

ti ^ini is: P (260 saci Cf. 11 luctes mdents 11I5 
27. P=L m.m. 
wmm sn ^k ProäncS MhcJ....l Airck £r }» w wdgtet: das 1nh&:« es mi& 
I0 flcrt »■■1 vi Ois WK bemskflBBBt »mi! «afiiMii 11 werden. 

S. AmS fieselke Weise, wie n: {B. ^^^. f%! abw. dft& L.m.m 

2S P = L «» 
iL di£F 1DBE P Dcii finoe:. wem nm L MyMrA sd: da* T^lil 
ffii C&5 PrdUQc. '^ nr u izlc b isi. 
T". Fflmer folrS airf dieadbf Weise wie <ikn in (^fll, ds& ais=: 



2». P = L.m». 

Iac Oi iHcfe (S-4 '0 "i^ /..K.»"^!^.»«! iin. 5c foi^. d«& neb 

30. P = L.m.m. 
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das heilst 

31. P = abcd .... l.n.m 

oder auch nach (§. 1.) 

32. P == abcd .... In.m 

ist, was der Kdrse wegen durch 

33. P = X,.m 
bezeichnet werden mag. 

Von hier ab weiter ist der Beweis im Wesentlichen derselbe wie der 
Theil QH. bis P.) des ersten Beweises. 

Anm. Dieser zweite Beweis bedarf nicht des vollständigen Lehrsalzes 
(§. 4.). Er nimmt daraas nur was ihm nöthig ist, nemlich den Theil (J7.)- 
Der YoUstfindige Satz (§. 4.) kann indessen in andern Fällen Anwendung finden. 

Dritter Beweis, ü. Das Product 

34. P, = (i-|-a)(i + Ä)(i+c)(l+rf) .... (I+ii) 
enthalt, wenn man die angedeuteten Multiplicationen ausfahrt, zufolge (§ 2.) 
nfichst der Einheit alle möglichen Producte von a, 6, c, if, .... it zu einem^ 
zwei, drei, vier u. s. w. bis v Factoren. Zum Beispiel 

35. (t+fl)(l+ft)(l+0(l+rf)= 1 

'\-abA^aC'\-ad-\hC'\-hd'\'Cd 

'\'abc-\'abd-\-acd'\-bcd 

-{-abcd. 

F. Man setze einen Angenblick voraus, dafs in einem Product von 
y Factoren a^ b^ c^ d^ .. . . n, also auch von weniger als v Factoren, die 
Factoren nach Belieben verlauschl werden können, ohne dafs der Werth des 
Products sich änderte. 

W. Nun vertausche man z. B. in (35.) rechterhand die Facloren a, 
ft, c, d der einzelnen Glieder nach Belieben wirklich, so werden dadurch we- 
der mehr Glieder, noch Glieder entstehen können, die andere Factoren ent- 
hielten als die vorigen; denn es sind von jeder Art von Gliedern, zu einem, 
zwei,* drei und vier Factoren, wie §. 2. beweiset, immer aUe möglichen vor- 
handen. Die Glieder, welche man durch die Vertauschung erhält, werden von 
den vorigen in sich durch nichts weiter als durch die verschiedene Aufein- 
anderfolge ihrer Factoren verschieden sein. Dadurch ändert sich aber nach, 
der Voraussetzung ihr Werth nicht, also anch nicht die Summe der Glie- 
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der, und folgKch auch der Werth z. B. von (l+a)(l-f ft)(l+c)(l-f rf) in 
(35.) nicht. 

Die Yertauschung von a, b^ c und d in (35.) bringt aber ünkerhand 
nichts anderes hervor, als die Vertauschung der Factoren 1+a, 1+*^ ^+^9 
l'\-d selbst; also folgt bis hierher, dafs, wenn die Voraussetsung: es Andere 
sich der Werth eines Productes von v and weniger Factoren (hier in dem 
Beispiel von 4 Factoren) durch die Yertauschung der Factoren nidit, für die 
Werthe a^ h^ c^ d^ — der Factoren richtig ist, dasselbe auch fBr die tun 
1 gröfseren Werthe l4-a, 1+*, 1+^^ 1+^? •••• der Factoren gilt. 

X Daraus folgt weiter, dafs die Voraussetzung für die Werthe 
a, h, Cy d, .... der Factoren gilt, wenn sie fElr die um 1 kleineren Werttie 
a — 1, b — 1, c — 1, d — 1, .... derselben stattfindet, aldo femer, auch schon, 
wenn sie für die Werthe ä — 2, h — 2, c — 2, d — 2, •... gilt, und so 
weiter: also auch dann schon, wenn sie, im Fall etwa a der kleinste der 
Factoren ist, für die Werthe 1, ft — (ö— I), c~{«— 1), J_(fl~t), ...., mit* 
hin hlo/s für v—\ Factoren gilt; denn 1 hat als Factor keine Wirkung. 

Y. Der vorausgesetzte Satz, dafs die Factoren eines Products nach 
Belieben vertauscht werden können, gilt also für v beliebige Factoren schon 
dann, wenn er für v — 1 beliebige Factoren gilt. Daraus folgt, dafs er für 
y — 1 Factoren, also auch fOr v Factoren gilt, wenn er für v — 2 Factoren 
stattfindet u. s. w.: zuletzt also blofs, wenn z. B. l.a=a.l ist. Dies aber 
ist offenbar der Fall: also gilt der Satz, dafs sich der Werth eines Products 
beliebiger Factoren durch die Versetzung derselben nidit Ändert, wirklich; 
was zu beweisen war. 

Anm. Dieser Beweis stützt sich hlofs auf den Lehrsatz ($. 2.). 

Anm. zu §.2. bis 6. Man wolle an die scheinbar zu viele Allgemein- 
heit und Abslraction, so wie an die scheinbar zu gro&e Zurüstung für so ein- 
fache Dinge wie die vorhergehenden, von welchen sich schon durch blofse 
Anschauung eine Überzeugung (freilich dann nur eine Art von Überzeugung) 
erlangen läfst, nicht Anstofs nehmen. Die Übung des Lernenden im DenjLen, 
Schliefsen und Urtheileo, also auch in der Abstractifon, ist einer der Zwecke 
der gegenwartigen Schrift. Die Zurüstung für den gegenwörtigen Hauptsatz 
§. 6., in den vorhergehenden, dürfte, wenn man vollkommene Strenge Tariangt, 
.nöthig sein. Die Beweise No. 1. und 2. §. 6. dürften sich nicht wohl kürzer 
und nicht ohne die vorbeigehenden Sitze mit gleicher Strenge geben lassen. 
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§.7. 

Lehrsatz. 

Die Vorzeichen + tmd — von r Factoren a, b, c, d, .... n eines 
Products 

1. P = abcd .... n 
kennen awf 

2. 2*^* 

Arten verändert werden, ohne dafs das Vorzeichen des Products sich 
änderte. 

Beispiel. Fflr y = 4 ist 

3. +P 

und 

4. -P 

= + fl.+ ft.+ c— df =+ a.-f- *.— C.+ J = -f Ä.— J.-f- c.-|- rf = — «.+ *.+ ^'^"^ 
= -f «•— i- — c— df = — Ä-fÄ.— c. — d==—a. — ft.-fc. — J= — o. — J.— c.-j-rf; 

und mehr als diese 2"^ = 2' = 8 Verändeningen der Zeichen sind für -\'P, 
90 wie für — P^ nicht mög^ch. 

Beweis. A, Es sei fOr x<Cy Factoren a, 6, c, df, .... A 
5. ü.h.c*d •••• Ak = £) 
und für die ir-f 1 Factoren o, b^ c, df, •••• A, /, 

6. a*b*c*d ..•.k*l = /•£ = läm 
B. In dem Prodnct der zwei Factoren / nnd K^ nemlich in 

7. l.K == L 
können offenbar die Vorzeidien von / und K nur anf 9 verschiedene Arten ^ 
verindert werden, ohne dafs das Vorzeichen von L sich Änderte. Nemlich 

es ist nnr 

8. +1^ = +K. + 1 = -K.^l nnd 

9. —L = +ä:.— f = -JBT. + i 

C Nnn petze man, in dem Prodnct K von x Factoren können die 
Vorzeiohen der Factoren tv^mal verfindert werden, ohne da(^ das Vorzeichen 
Ton K sich Änderte. Alsdann folgt ans (8. n. 9.), dafs in dem Prodnct L 
Ton if-f 1 Factoren die Vorseichen der Factoren Qx^nuU verAndert werden 
können, ohne dafs das Vorseichen vonjL sich Änderte. Dieses gät für Jeden 
Werth Ton x, von 2 an, so wdt man w3L 
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D. Es können aber, wie ebenfalls aas (8. n. 9.) folgt, wenn 
ach BBlo' K nnr einen einfachen Factor Torslellt^ for 2r = 2 Faeloren die 
Vorzeichen der Factoren anf 2 verschiedene Arten verändert werden^ ohne 
da£F das Vorzeichen des Prodacls sich änderte; also ist solches fOr x=3 
Factoren auf 2.2 = 2% fftr x = 4 Faeloren auf 2.2' = 2% für ar = 5 Fac- 
toren anf 2.2^=2* n.s. w. nnd allgemein für x = >' Factoren anf 2*^* Arten 
möglidi; wie es der Lehrsatz behauptet. 

§. 8. 
Erklärungen. 

I. Insbesondere bei gans^en Zahlen kann man im Allgemeinen die- 
jenige Zahl Best nranen, welche entsteht, wenn mit irgend einer Zahl z ein 
Tidfaciies, z. B. das f fadie einer andern Zahl u dorch das 3finQSzeidien ver- 
bnnden wird. Desgleichen kann im Allgemeinen jene AnzaU des Yielfadm 
Ton u Quo6emt htibra, die Zahl x Dimdend, nnd die Zahl u DhUar^ so 
dais in der Gleicfauig 

1. « — f*» = r oder % = yw-f^ 
z der Dimiemi, u da* Dimsar, q der Qmotieni und r der Bmt ist 

Der Qmotimt q ist aügaiein ßonz u4tlkftrlick, nnd kann z. B. jede 
beliebige poaüoe ganze Zahl sein, also =0, 1, 2, 3, 4, ••.., bis ins Un» 
endficbe. Er kftnnte selbst jede belidiige megaü» ßmue ZM sein; allfui 
dann pflegt man r nidit mehr lUst, sondern Summe m nennen. 

IL Zu Jedem bdidugen Werth von f gehört vermöge der Gleichnng 
(1.) natürlich em, nnd nmr em Werdi von r; also zn jedem mmierm Werth 
von q ein anderer Werth von r, nnd es giebt folgfidi eben so viele Werihe 
von r, als von q; mithin tourMIr^. Zu jedem Werth von r gehört umgo* 
kdurt ein Werth von q, nnd nur mmer. Die Werthe von r können |ro«affp. 
null und negatio sein. Sie sind positiv so lange quKiz, negativ wenn 
yic>>is, nnd null wenn qu^=z ist. Letzteres ist der Fall, wenn u in z 
aufgeht; und nur dann. 

III. o. Die Anzahl der positiven r ist für positive z^ q und u immctr 
h^renzl. Es giebt ihrer so viele als Werthe von q^ für welche qu nicht 
gröfser ab s isL Wenigstens einen positiven Werth von r aber gid>t es 
audi für positive q immer, selbst wenn z<iu ist; in welchem Fall er im 
^ = gehört und z selbst ist Ist c>*ti, so kann es der positiven Werthe 
von r, die kleiner als u sind, mehrere ^eben. 
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b. Die Anzahl der netfativen Werüie von r ist Immer unendlich 
grofs. Alle r sind negativ, die zu po<:itiven Werthen von q gehören, fOr 
welche qu'2>z ist; nnd solcher Werthe von q giebl es unzählige, da q ohne 
Ende wachsen kann. 

c. Der Werth ü von r kommt fär ganzzahlige q^ wie schon be- 
merkt, nur dann vqr, wenn u in z aufgeht. Verlangt man aber den Werth 
von r auch in dem Fall, wenn u in z nicht aufgeht, so bekommt der Quotient 
9 = — keine ganze Zahl zum Werthe, Er ist alsdann ein Bruch. Geht u 
in z auf, so kann man den Quotienten zur Unterscheidung ganzzaÜlig nennen. 
Der Bruch — helfst unecht ^ wenn «^>w, echt, wenn z<ru ist. 

IV. Da die Werthe, welche der Rest r haben kann, alle von ein- 
ander verschieden sind, nemlich Jeder vou dem nächsten um ti, so wie q um 
1 wächst oder abnimmt, so wird es nolhweudig immer, sowohl unter den 
positiven als unter den negativen Werthen von r, einen und nt9r einen ge- 
ben, der, abgesehen vom Zeichen, durch eine kleinere Zahl ausgedrflckt ist, 
als alle übrigen .seiner Art. 

Da nun in Dem, was weiter folgt, die beiden Reste r, die unter 
allen llbrigen ihrer Art die kleinsten Zahlenwerthe haben, insbesondere in 
Betracht kommen, so wird es gut sein, ihnen, nebst den ihnen correspondiren- 
den Quotienten für ganze Zahlen, eine ausschliefsliche abgekürzte Benennung 
zu geben. 

a. Es sollen die beiden Reste, welche die kleinsten Zahlenwerthe 
haben, echte Reste heifsen; und zwar derjenige mit dem Pluszeichen posi-- 
titer echter Rest, der mit dem Minuszeichen negafiver echter Rest. Der- 
jenige von beiden, welcher, falls die beiden Reste ungleich sind, abgesehen 
vom Zeichen, den kleinsten Zahlen werth hat, und der also dann von allen 
möglichen Resten den kleinsten Zahlenwerth hat, soll zeichenfirei- oder tin- 
bedingt echter Rest, oder auch Hofs kleinster Rest heifsen; gleichviel ob 
er positiv oder negativ sei. 

b. Die zu den beiden echten Resten gehörigen Quotienten sollen, 

um sie von dem Quotienten — selbst, den man, er mag eine ganze Zahl 
oder ein Bruch sein, genauen Quotienten nennen kann, zu unlerscheiden, 
nächste Quotienten heifsen; und zwar soll der zu dem positiven echten Rest 
gehörige Quotient untemdc/ister Quotient, der zu dem negativen echten 
Rest gehörige Quotient übernächster Quotient genannt werden« Derjenige 

Cr«Ue*i Journal f. d. M. Bd. XXYTI. Heft 1. 5 



34 a. Encyldopüdie der ZaklenÜiearie. $. 8. 

von diesen beiden Quolienlen, welcher dem unbedingt nächsten oder kleinsten 
Rest angehört, soll unbedingt nächster Quotient heifsen. Die Ursach der 
Wahl dieser Benennungen wird sich im folgenden Paragraphen zeigen. 

Um die nächsten Quotienten , mit Anzeige des Dividenden und Divisor», 
von dem genauen Quotienten zu unterscheiden , welchem die gewöhnliche Be~ 
Zeichnung z:u oder — vorbehalten bleibt, soll der unterhOchste Quotient 
durch (z-^-iu)^ der übernächste Quotient durch (z — :ü) und der unbedingt 
nächste Quotient durch [z:u] bezeichnet werden. 

Beispiele. No. 1. Der Di>idend z sei = 33, der Divisor ti = 11, so 
giebt die Gleichung (1.) 

2. 33 = ü.lJ-f33=r.n + 22 = 2.11-| ll = 3.11-fO=4.1l — 11 

= 5.11—22 

Hier sind der positive, der negative und der unbedingt nächste Hest alle 
drei Null. Der übernächste, der unternächste und der unbedingt nächste 
Quotient sind alle drei =3« Der genaue Quotient ist gleichfalls =3, also 
ganzzahlig; folglich ist hier (ar-j-:fi) = («— :ii) = [«r:ti] = 52r:ii= — . 

ZVo. 9. Der Dividend z sei wieder =33, aber der Divisor fi = 7, 
so ist 

3. 33 = 0.74-33=1.74-26 = 2.7419 = 3.7+12 = 4.74-5 = 5.7—2 

= 6.7 — 9 = 7.7 — 16 .... 

Hier ist der positive echte l^esl =4'^9 ^^^ negative echte "Rosl ==—2, der 
unbedingt echte Rest = — 2. Der unternächste Quotient (c4-:») ist =4, 
der übernächste Qtwtient {z—:u) ==5, der unbedingt nächste Quotient 
[t::tf] = 5, der genaue Quotient z:u oder —==-=-, also ein Bruch, und 
zwar ein unechter Bruch. 

JVo. 3. Der Dividend z sei abermals =33, der Divisor ti = 41, 
so ist 

4. 33 = 0.414-33 = 1.41 — 8 = 2.41 — 49 = 3.41—90 .... 
Hier ist der positive echte Rest ==4-33, der negative echte Rest = — 8, 
der unbedingt echte Rest = — 8. Der untemäc/iste Quotient (^4"-^) '^* 
=:0, der übernächste Quotient (ar — :ti)=: 1, der unbedingt nächste Quo- 
lienl[«r :«] = !. Der genaue Quotient ar: 11 oder ~ ist =2r^ «^so ein Bruch, 
und zwar ein echter Bruch« 
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§. 9. 

Erläuterungen zum vorigen Paragraphen. 

I. Wenn der Divisor u in den Dividenden z anfyehtj so ist immer 

1. {%\^u) = («r— :ti) ^ \z\u\ = z.u = ^. 

Der negatiee^ der positive und der unbeditigl echte Rest sind alle drei 

Null, und der nnternächste, der übernächste und der genaue Quotient sind 

einander gleich und ganze Zählen. Dieses ist an sich klar, und das Beispiel 

(No. 1. §.8.) macht es anschaulich. 

If. Wenn der Divisor u in den Dividenden z nicht aufgeht^ so sind 

die absoluten ZaAlenwerlhe oder, wie man filglich auf deutsch sie nennen 

kann, die zeichenfreien Zahlenwerthe beider echten Reste nothwendig unter 

den Zahlen 

2. 1, 2, 3, ♦, .... II — 1 

anzutreffen. Denn wenn man, der Gleichung 

3. z~qu =^ r (§.8. 1.) 
geoiAfs, u von e so oft ah möglich abzieht, so kann das r, welches bleibt, 
nicht mehr grOfrer als ti sein; auch, in dem Fall, wenn z mit u nicht auf- 
geht, weder u noch 0. Also kann der positioe ethfe Rest nur eine der Zah- 
len (2.) sein. Zieht man u noch weiter ab, so kann der nfichste Rest, wel- 
ches der negative echte Rest ist, weder < — u, noch 0, noch —u sein, also 
wiederum nur eine der Zahlen (2.), mit dem Minuszeichen. 

Ganz eben so verhalt es sich, wenn z und u beide negativ sind, denn 
dann heifst die Gleichung (3.) 

{— ar-f y« = — r oder 
-{z-qu}= -r. 
Auch in diesem Fall sind die absoluten Zahlenwerthe beider echten Reste 
nothwendig unter den Zahlen (2.) anzutreffen. 

III. Der algebraische Werlh des positiven echten Restes ist immer 
um den Divisor gröfser, als der algebraische Werth des negativen echten 
Restes; und von den zeichenfreien Zahlenwerthen der beiden Reste ist die 
Summe immer dem Divisor gleich. 

Denn den negativen echten Rest, welcher durch — q bezeichnet wer- 
den mag, erhalt man aus dem positiven echten Rest, welcher -f ^ sein mag, 
wenn man den Divisor u von -j-r noch einmal abzieht, so dafs also -fr — u 
= — p ist: mithin ist -f u™ «* gröfser als — (f. Ferner folgt aus -|-r--ti 

5* 
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= — (ff f'' [" P = "f ''^ ^^d folglich isl die Summe der zeicAenfreien Zahlen- 
werlhe r und q der beiden Reste dem Divisor u gleich. 

lY. Der Zahlenwerth des unbedingt echten Restes kann nicht gröfser 
als die Hälfte des Divisors sein. 

Denn da die absoluten Zahlenwerthe r und q der beiden echten Reste 
zufolge (III.) n ausmachen, so können nicht beide zugleich grölscr als ^ti 
sein; sonst wäre -\-r-\^if>u^ nicht ==«. Also können r und q nur ent- 
weder beide ^=\u sein, oder derjenige, welcher von beiden der kleinere 
und welcher dann der unbedingt echte Rest ist, mufs <i^u sein. In kei" 
nem Falle also ist der unbedingt echte Rest gröfser als \ u. 

Auch verhalt es sich ganz so, wenn z und u beide negativ sind. 

V. Die zeichenfreien Zahlenwerthe r und q des positiven und des 
negativen echten Restes können nur dann einander gleich sein, wenn der 
Divisor u durch 2 theilbar ist; jedoch sind sie es dann nicht nothwendig. 
Sie sind aber nothwendig einander nicht gleich, wenn der Divisor u nicht 
mit 2 aufgeht, was auch der Dividend z sein mag. 

Denn da immer r-f (i = fi ist, so ist für r = (), ti==2r = 2(): also 
mufs, wenn r=^(} sein soll, u nothwendig mit 2 aufgehen. Jedoch kann u mit 2 
aufgehen, ohne dafs r=() ist; denn in r4-(^== ti kann r mit 2 dividirt den Rest 1 
lassen, und ^ ebenfalls, r-f (i also den Rest 2, und also kann r-{-p == ti sein, ohne 
dafs r = (> wäre. Ferner kann nicht r = Q sein, wenn ff nicht mit 2 aufgeht; 
denn r-f p = ti giebt für r=(>, ti = 2raas:2p, welches immer mit 2 aufgeht. 

VI. Der unternächste Quotient, zu dem positiven echten Rest ge- 
hörig, ist immer um einen echten Bruch oder um weniger denn 1 kleiner; und 
der übernächste Quotient, zu dem negativen echten Rest gehörig, ist immer 
um einen echten Bruch oder um weniger als 1 gröfser, als der genaue Quo- 
tient; so dafs es also keine ganze ZuVien giebl^ die dem ^Mati^n Quotienten 
näher kämen, als die jener beiden Quotienten. Dieser Umstand ist daraus 
klar, dafs man von dem positiven unmittelbar zu dem negativen echten Rest 
gelangt, wenn man den Divisor von ersterem noch einmal abzieht, während 
der genaue Quotient zwischen dem unternfiohsten und dem übernächsten Quo- 
tienten liegt. Dieser Umstand ist der Grund, weshalb wir die beiden Quotienten 
nächste nannten, und zwar den zu dem echten positiven Rest gehörigeu Quo- 
tienten unternächsten, den zu dem echten negativen Rest gehörigen Quotien- 
ten übernäclisten Quotienten, indem ersterer immer kleiner, letzterer immer 
gröfser ist, als der genaue Quotient. 
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VII. Der iibernäcAsfe Quotient isl immer um 1 gröfser, als der un^ 
ternächste. 

VIII. Kein Bruch , z. B. — , kann einer ganzen Zalil gleich sein. 

Denn -- ist dann ein Bruch, wenn man durch wiederholtes Abzie- 
hen äes Divisors u von z nicht auf den Rest kommt (§. 8. IIL i?.)^ son- 
dern auf einen positiven echten Rest r, der >> und <C ti ist. Also ist dann 

in der Gleichung 

4. c = qu-^-r 

r^O und <iu. Dividirt man diese Gleichung mit u^ so folgt, dafs der 
genaue Quotient 

5. — = «r^J — , 

das heifst gleich der Summe einer gamten Zahl q und des Bruchs — ist, der 
>>0 und <C1 ist. Er ist also weder die ganze Zahl qy noch die ganze Zahl 
^-{-1 , noch weniger eine andere ganze Zahl, also überhaupt keine ganze Zahl. 

§. 10. 
Erklärungen und Erläuterungen. 

I. In der Gleichung 

1. ar = qU'\r, 
in welcher z der Dividend, u der Dirisor, q der Quotient, r der Rest und 
q willkürlich ist, wenn z und u gegeben sind, kommt es, wenn z und n 
ganze Zahlen sind, um für r ebenfalls eine ganze Zahl zu haben, wie schon 
oben bemerkt, nicht darauf an, dafs q eine ganze positive Zahl sei: es kann 
q auch jede beliebige negative ganze Zahl sein, r ist immer eine ganze 
Zahl, welche podilive oder negative ganze Zahl auch q sein mag: denn aus 
(!.} folgt r = «r — qu, und wenn z, q und u ganze Zahlen sind, so ist auch 
z — qu eine ganze Zahl, und also auch r, da ein Bruch nie einer ganzen 
Zahl gleich sein kann (§. 9. VIII.). 

II. Die Zerlegung einer ganzen Zahl z in irgend ein Vielfaches qn 
einer andern ganzen Zahl u und in einen Rest r, nach (1.), bO dafs man z 
als die algebraische Summe jenes Vielfachen und des Bestes betrachtet, findet 
in der gesammten Theorie der Zahlen unzählige Anwendungen. Diese Zer- 
legung ist sogar eines der Hauptmi/tel, durch welches diese Theorie zu vie- 
len, selbst fast zu den meisten ihrer Sätze gelangt; denn sie findet solche 



kittfig durch die Unlersnchniig Dessen^ was bei dieser oder jener Veriiindm; 
voll Zahlen st, die R€$te dwseiben r in Beriehnng auf andere Zahlen u geben. 
Sclion I. B. die Theilbarkeit oder Nicht -Theilbarfceit einer Zahl z durch u 
hangt hlors davon ah^ ob nnter den verschiedene Werthen, vrdche der Real r 
haben kann, andi der Werlh Nnll ist. odtf hidit. 

Ul. Ks kommt nnn aber bei sehr ^iden Untersncknngen, die Eigen- 
schaften der Zahlen betreffend ^ auf die Gröfsm des QnotieBten f ganx nnd 
gar nicht an^ sondern nur auf die GiiSfse äes üeatet r allein, ud räd»di(* 
lieh des Qmotkmtem dnxig nnd aDein iarmmf^ dafs er eine §mmze Zahl sei. 

Zum Beis(Mel wenn «,, ^:^ ^s^ ^« mehrere verschiedene ganie Zahlen 

stiren, von welchen irgend eine VerKmdmmg in Bexiehnng anf eine midere 
ganie Zahl m untersucht werden soU, und es wire etwa 



)■■■ 



^ kann es sein« da& sich ,fc$e Unterswliniiir schon durch ficjenige der 

jyfcidl « ! VerbiaduKT der RetM r, etwa der poativen oder negativen ecftlm 

Reste. eJer auch der mm he Smf t edkfen Reslo., mlltim «nsfuhmi lifsl und 

da^ dabei die Gry^^ der O^tienten f fmmz ftetckptUif isl. Es ist dies 

immer der Fall, wenn die AcMltofe d miel i uji hieiben, 

\Ve«tbe aM:h £e \>uoaenien f haben mögen: was. laie äich in der Folge 

gen wir^ <«hr kinfcg xotkomml Wo es so isl. entsAebt 

der tiewiMu daf^ mvi es sMt mfi den ZtUen z. die «abr ^nfs 

mH* Biä den ResMi r, dw^ wemi man die ecMm R<ä4e 

«1» m ^mi. ai^ vieSekha nur noch amt «M 

wias ;»£es5«fc liM% w^rk ^er geraacste Gewinn i^L 

l\. Es L«Mi aistf^. wie cesttt. $na. da&: es auf die Gtnijfie s.B. 
^r9a^.s^ft!i£Tir iViHitmA^eac: f bei de» Aüsdrncii von ZaMen ^ . als S« 
\ M^^iaciie« eiveT an-oen; Zabl m und <ues Res;es. so wie «adh n nocb 
£w <vi.^*ik ^uT 6k Grii^ äie^er oder jener ganten iTydfa itberimupi ji 
«nkMnioU sMioera um Mbeiat darauf, da^ ai^Jce^r; wtndc. die tNatirnlfn, 
<Aäer 5imsQ ^V^aie ZatMOi. i^itn ^mm^t Z^i/^n. 

lü j^oiriirii FäBeii ^ünoe es oÄenK^^ x:?>ni;j >iria, ^ 
V^io:u»i>?«ft ^«oes* 2aiüf<t iiiir^. rrn^JbMMne RiKOtsiaiiea oAnr ZeaciHai jbb 
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schaden. Es geschieht schon Alles, was nöthig ist, wenn man irgend ein 
ausachliefsliches Zeichen blofs für den Begriff" der ganzen Zahl hat: ein 
Zeichen, welches blofs i/o« ausdnlckt, was die drei Worte ^^eine ganze Za/d'' 
aussagen, ohne alle ROcksicht auf die Größe der Zahl. Es geschieht dann 
das Nölhige, wenn man dieses Zeichen ohne alle weitere ünterschüdung z. B. 
an die Stelle der verschiedenen Quotienten, oder anderer Zahlen setzt, von 
welchen nichts weiter ausgesagt werden eoU, als dafs sie ganze Zahlen, nicht 
Bräche, irrationale Zahlen q*s. w. sind. 

V. Da ein Zeichen an sich willkürlich ist, so könnte man, um den 
blofsen Begriff der ganzen Zahl z.B. bei den Quotienten auszudrücken, etwa 
des Buchstabens (/ oder Q sich bedienen. Allein dies Zeichen wäre nicht 
allgemein und nicht ausschließlich genug, indem man zu sehr gewohnt ist, 
unter Buchstaben, die auch noch anderswo vorkommen können, einen oder 
mehrere auf irgend eine Weise 6€f^/iiiim/^ Zahlenwerthe sich vorzustellen; was 
hier nicht geschehen soll. Man mufs, um nichts weiter als den blofsen Be- 
griff der ganzen Zahl zu bezeichnen, notbwendig einen Buchstaben nehmen, 
der nicht leicht auch noch in anderem Sinne gebraucht wird; und dann sogar 
festsetzen, dafs dieser Buchslabe nie zu irgend einer andern Bezeichnung ge- 
braucht werden soll. 

Zu diesem Zwecke scheint der deutsche Bachstab ^, auch als der 
Anfangsbncbslab von „Ganzes"' oder yyOanze^ZahV\ passend. Einige fran- 
zösische Schriftsteller bedienen sich auf Ahnliche Weise zur Bezeichnung des 
Begriffs der ganzen Zahl des Anfangsbuchstabs E des Wortes entier. Wir 
setzen daher fest: 

Dafs der Buc/istab ® ausschliefslich dazu dienen soll, eine 
ganze Zahl tiberall da zu bezeichnen, wo es auf die Gröfse 
der Zahl durchaus^nicht ankommt. 

VI. Wenn es also z. B. bei den Ausdrücken (2.), die zu der Unter- 
suchung der Eigenschaften irgend einer YeHiindung der ganzen Zahlen z^^ 
^2, ^3, • . • • z^ mit einander und mit vielleicht noch anderen Zahlen in Be- 
uehung auf die Zahl u dienten, auf die Gröfke der Quotienten ^ , <7m fi, w.. 9« 
nicht ankäme, sondern nur darauf, dafs sie ganze Zahlen sind^ so würde man 
statt der verschiedenen q in (2.) gleichmOfsig ® und folglich, statt wie in 
(30 9 blols 
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«3 = ®ll4-^3^ 



XU schreiben haben, wo nun einer und derselbe Buchstabe ® alle die ver- 
schiedenen Werlfae von q gleichzeitig ausdrückt, oder wo vielmehr an die 
Gröfse der tfunzen Zahlen, die ® bezeichnet, gar nicht mehr gedacht wird, 
sondern nur daran, dafs ® jedesmal eine ganze Zahl sein soll Der Nutzen 
von Dergleichen wird sich in Dem was folgt zeigen. 

VII. Diese Art des Gebrauchs eines Buchstabens, um Gröfsen oder 
Zahlen zu bezeichnen, ist zwar sonst nicht ganz gewöhnlich. Sie ist, wenn 
man will, etwas für die Theorie der Zahlen Eigenthütnliches. Indessen ist 
einestheils das ® auch fast das Wnsriy^* Eigen thQuiliche, was die Zahlentheorie 
in Anspruch nimmt, und fast alle Übrigen Bezeichnungen und Operationen der- 
selben sind ganz die nemlichen, wie in den übrigen Thcilen des Caiculs: andern- 
theils aber ist die Eigenthümlichkeit der Bezeichnungsart im Grunde doch we^ 
niffer abweichend und vereinzelt, als sie es beim ersten Anblick zu sein scheint. 
Sie ist gewlssermafsen nur eine Art von Verallgetneinerung des Gewöhn- 
lichen ; denn die Buchalaben überhaupt bezeichnen getvöhnlich schon beliebige 
Zahlen oder Gröfsen. Hier werden bloJb noch die Unterscheidwigen weg- 
gelassen, die man sonst zwischen den Buchstaben durch ihre Verschiedenheit 
oder durch Accente und dergleichen macht, weil die Unterscheidungen hier 
nicht nöthig sind. 

VIII. Wenn nun in der Gleichung 

4. z ^= ®ti-(-r 
® in der angezeigten Bedeutung gebraucht wird, so nennt man eine solche 
Gleichung auch Congruenz. 

Die beiden Zahlen z und r, deren DiiTerenz z — r oder r — z durch 
u iheilbar ist, indem (4.) 

5. z — r = ®u und 
ö. r~z ==~(S>ii 
giebt, für welches letztere man, da es auf die Grinse von ® gar nicht an- 
kommt, auch eben sowohl blofs 

7. r — z = ®fi 
schreiben kann, und wo dann aus (6. u. 7.) hervorgeht, dafs z—r und r — z 
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mit u aufgehen f yf^ z — r und r — z Vielfache vöir ti, nemUch flache 
sind, nennt man zu einander congruenL 

Nicht congruent heifsen z und r, wenii z — r ocfer r— i nicht mit 
u aufgeht, also etwa 

8. « = ®'ii + r-}-« 
ist. wp e nicht mit ti aufgeht, was 

9. z—r = ®ii-f « und 
10. r—z = ®«i — « 
giebt und welches zeigt, dafs z — r und r— z nicht xm\, ti aufgeht, indeif' 
solehes der Voraussetzung nach mit e nicht der Fall ist. 

Jede dep beiden Zahlen z und r in (4.) nennt man Residuum der andern. 
Den Divisor u nennt man auch Modul, und statt wie in (4.) schreibt 

man auch 

11. z ^ r (p^d. ti). 

Wir werden statt dieser letzten Art der Bezeichnung der Congruenzeu 

die obige (4.) vermittels des ® beibehalten, weil dieselbe von Dem, was im 

übrigen Calcul gewöhnlich ist, weniger abweicht. 

§. 11. 

Lehrsatz. 
Es bezeichne 

1. Z =^ F(2i, z^, Z3, .... z^) 
von den ganzen Zahlen Z|, z,, 23, .... /„ und von vielleicht noch an* 
dem ganzen Zahlen a^, as, 83, •••• b^, bj, h^^ .«•• etc., welche die^ 
selben bleiben, wenn die z ihre Werthe ändern, irgend eine Verbin" 
düng, ivetche folgende zwei Eigenschaften hat: 

Erstlich r dafs für alle möglichen ganzzahligen Werthe der z, so 
une der a, der b etc., Z selbst ebenfalls immer eine ganze Zahl ist, und 
Zweitens, dafs wenn man nach (§. 10. Jf 

Zi = ®ü4-ri, 

Zo = (Su-f-Tj, 

2. {z, ^ ®u4-r3, 

2n — ®u+r„ 

setzt, wo u^ und folglich die Reste r, ebenfalls lauter ganze Zahlen sind, 
darauf die Ausdrücke der z (2^ m F(2|, Zj, 9^, . .. z^) substituiri und den 
daraus entstehenden Ausdruck von Z entwickelt y in diesetn entwickele- 

CreUe*B loomal f. d. M. Bd. XXVIf. Heft 1. 6 
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ten Ausdrucke alle Glieder, in welchen u vorkommt, u und ganze Zahlen 
zu Factoren haben und von den übrigen Gliedern, die u nicht ent'^ 
halten, durch das Zeichen -f oder — sich absondern lassen. 

Die sogenannten rationalen ganzen Functionen oder Verb in ^ 
düngen, nemlich diejenigen, in welchen von den Zahlen z, a, b, .... nur 
Summen, Differenzen, Producte und Potenzen mit ganzzahligen positiv 
ten Eopponenten vorkommen, nirgend Quotienten, Wurzelgröfsen , Ex^ 
ponentialgröfsen und andere transcendente Zahlen, haben jene beiden 
Eigenschaften; wie sieh solches am besten an Beispielen zeigen wird. 

Für solche Verbindungen Z gilt nun hn Allgemeinen Folgendes. 

Wenn man nemlich m (1.) statt der % ihre Ausdrucke (2.) setzt 
und den daraus entstehenden Ausdruck entwickelt, so hat derselbe im- 
mer die Form 

3. Z = F(zx, Za, Z3, •... zj = ®u-f F(r,, r,, r^^ .... r„); 
das heifst,, derjenige Theil F(ri, rj^fj, .... p„) des entwickelten Aus- 
drucks von Z, in welchem kein n vorkommt , hat genau dieselbe 
Gestalt wie Z selbst, blofs dafs überall v statt z steht; so dafs man 
also diesen Theil unmittelbar erhält, wenn man in (1.) blofs überall 
r statt z schreibt. 

Beweis. Nach der Voraussetzung soll Z (1.), wenn man darin 
die Ausdrücke der verschiedenen z aus (2.) setzt, entwickelt, die Form 
4. Z = F(®ii4-ri, ®M-t r^i^w+rj, .•., ©u^^rj 
= uipu^fr = ©w-f/r 
haben, wo rechterhand der eine Theil utpu oder &u des entwickelten Aus- 
drucks durchweg u zum Factor hat, der andere Theil fr gar kein u entbtUt. 

Dieser Ausdruck gilt nun für alle möglichen ganzzahligen Wertbe der z, 
und also auch für jeden ganzzahligen Werth von u; folglich auch fOr ti=:0. 
Es ändert sich aber fr mit u gar nicht, weil es kein u enthalt. Also bleibt 
in (4.) fr unverändert Dasselbe, auch wenn man 11 =0 setzt, uq)U hingegen 
verschwindet für ii = (), wegen des Factors u. Also giebt (4.), !ür fi = 0. 

5. F(ra, ra,r3, ...rj = fr, 
und folglich ist in (4.), wenn man darin fr aus (5.) substituirt und statt uy)U 
blofs &u schreibt, welches letztere angeht, da nach der Voraussetzung u und 
<pu ganze Zahlen sein sollen, 

6. Z = F(5?|,2?,,Ä3 7 ..--«n) = @«'+F(r,, r^, r3,....r,); 
wie es der Lehrsatz in (3.) behauptet. 
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Beispiele. 2Vo. /. Es sei 

wo die a beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind, die nicht von 
z abhängen. 

Setzt man hierin die Ausdrücke der z aus (2.), so erhfilt man 

Z = a;,+ iii(®ii+r,)-j-a,(®ti+r,)+tf3(®ti + r,)....+a„(®ii+r„)oder 
Z = fi[a,®4fl2®+^®-...+Ä«®]+öo+^i^i4"^'*2+^3''3--*+«i.^«od 

8. Z=®ti+öo + «iri4-aari-f ii3r3.,.,-f-a„r^; 

denn was in a uiultiplicirt ist sind lauter ganze Zahlen 

Wie man sieht, besteht dieses Resultat aus zwei Theilen, deren einer 
die Form ® u hat, der andere unmittelbar aus Z (7.) hervorgeht, wenn man 
darin r statt z schreibt. 

No. 2. Es sei 

9. Z = tiZ^^ 

so erhalt man, wenn man die Ausdrücke (2.) der z substituirt: 

10. Z = (®ti + ^i)(®tt-f r,), 

also, wena man rechterhand die Factoren in einender multiplicirt, 

Z = ®®fi'+®ti.r24-®».rt-frjr2 oder 
Z = M[®®if-|-®^2 + ®r,l4-rira oder 
11. Z = ®t« + r,r,; 

denn was in u multiplicirt ist, sind wieder lauter ganze Zahlen. 

Das Resultat besieht wieder aus zwei Theilen, deren einer die Form ®ii 
hat, der andere unmittelbar aus (9.) hervorgeht, wenn man r statt z schreibt. 

No. 8. Es sei 

J./V. ^lJ ^-^ — - ^^i ^2 '^3 * * * * '^m * 

Für Z==«i», war Z = ®ti + r,r2 (11.), also ist für Z=^ZxZ^Zi^ Z = 
(®fi-f rirti)(®ff-f r^). Dieses giebt, wenn man multiplicirt, auf ganz Ahnliche 
Weise wie in (10,), Z == ®fi-f ^t^2^j* Daraus folgt weiter für Z=: 
«i»2«5»4, Z=(®if + rir2r,)(®ii-(-r4), nnd wieder auf ahnliche Art wie 
in (10.), Z = ®ti4-rir2rjr4, nnd so immer weiter bis 

13. Z= ®ti-f rir,r5.,..r^. 

Auch hier ist der eine Theil des Resultats von der Form ®fi, der andere 
geht unmittelbar aus (120 hervor, wenn man r statt % schreibt. 

6» 
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No. 4. Es sei 

14. Z = (ao,+ «i2?i + «a«2 — +««»«H,) 



Der Kürze wegen bezeichne man die Factoren rechterhand der Reihe nach 
durch 9x^9 9^2^r 9^3^i •••• fm^^ so dafs 

15. Z = 9i 2.9)22« ^3«..^. (p^z 
ist. Setzt man hierin die Ausdräcke (2.) von z^ so geht, da die Factoren 
q>z ganz die Form von (7.) laben, zufolge (No. 1.) 

16. q>iZ in &u-\-(p^r, (p^z in (^u-^^cp^r, if^^z in ©ti-j-yjr u. s. w. 
über; also Z (15.) in 

17. Z = (®ti+9)ir)(®ti4-y,r)(®ti + y3r) •..• (©ti + y^r). 
Man stelle sich vor, in (12« ^o. 3.) wären fflr die z^ statt wie dort die Aus- 
drücke (2.), vieUnehr der Reihe nach z^=^&u-\-(p^r^ 5;a=®fi-}-9?2r, «j = 
©ii-j-y^r U.S.W, gesetzt worden, so würden dort ^jjr, ^jT, y^r etc. die 
Stellen von ri, r^, r, ..•. eingenommen haben. Also würde das Resultat, 
statt desjenigen (13.*). 

18. Ä ^^ &ti'\-(pir.(p2r.(p^r .... tp^r 
gewesen sein. Dieses also ist das gegenwärtige zu (15.) oder (14.) gehörige 
Resultat. Auch dieses besteht aus einem Theil von der Form (^u, und 
einem andern^ Aer unmittelbar aus Z hervorgeht^ wenn man darin r statt z 
schreibt. 

No. 5. Es sei 

19. Z = s", 

wo m irgend eine ffunze positive Zahl ist. 

Da diese Potenz z^ nichts anderes ist, als das Product von m Factoren, 
jeder gleich z. so erhält man was sich ergiebt, wenn man ®ti-f r statt z 
schreibt, unmittelbar aus (No. 3.), wenn man dort Zi = Z2 = Z2....==^z^ = z 
und also auch ri^=ri = r^.'.' -^r^^^r setzt. Das Resultat ist also 

20. Z =r. (Siti + r". 
Dasselbe besteht wieder aus einem Theile von der Form®ti, und einem an- 
dern, der unmittelbar aus (1*9.) sich ergfiebt, wenn man r statt z setzt. 

No. 6. £s sei 

21. Z = F{z,, z,, «3, —. z„,} =. zT^.zi^^.zf ....«! 



«« 
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Setzt man hierin die Ausdrficke der z aus (2), so geht zufolge (No. 5>) Z in 

22. Z = (®ii + rrO(®tf+rrO(®ti4-f?») .... (©« + 
über; und ganz auf Ähnliche Weise wie in (Tfo. 3.) findet sich, dafs das Pro- 
dttct reehteHiand, und folgKch Z> nichts anderes ist als 

23. Z = ©«! + <•. rj-^.rr- —. r?. 
Das Resultat ist, wie man sieht, wieder Von der Fdrm ®fi4-Fr. 

Ähnliches wird man immer finden, wenn auch Z eine noch mehr zu-^ 
sammengesetzte ganze rationale Verbindung ist; z. B. wenn in (14.} an der 
Stelle der verschiedenen z Producte versfchiedener Potenzen der z wie C^l-) 
stehen, u. s. w. 

Anm. Zu bemerken ist, dafs der LehrsMz durchaus nur dann un-* 
bedingt gilt, wenn die obigen beiäeti Bedingungen für Z erfüllt werden, und 
also nur für ganze rationale Verbindungen. Schon z. B. für 

24. Z=^^=. Fz 

ist, wenn man 2;==®tt4-r setzte nicht nothw^ndig 

25. Z = ®ii4.|±I = ©ii + Fr, 

das heifst 



26. #^-^ = ®«; 



~jL vrkti Anm Rrii/»li — HI — 



für 



denn es folgt keinesweges, dafs der Bruch ^-J- von dem Bruch -r^- 

jeden beliebigen Werth von z und r um eine ganze Zahl, geschweige denn 
grade um ein Vielfaches ®u von u verschieden sei. 

Anm. DerReslF(ri,ri,r3,....r;.)(3.) von Z=:F(zi,ri,«3,....0 
zu dcim Quotieitten:ii ist übrigens nicht nothwendig ein echter Rest von Z 
zu U} selbst , dann nicht, wenn die r in (2.) sammilich echte Reste zu den z 
sind; denn ^(ri, l*:i, T), .i.« a) kann viel gröfser sein als y/. Auch ist 
es, wenn man einen eahten Rest zu Z haben will, keineswegs nöthig, erst 
F(r|, r2,r3, .... r„) wirklich zu berechnen, sondern man kann dazu in den 
einzelnen Fällen vermittels kleinerer Zahlen gelangen. 

Anstalt nemlich z. B- in (8.) den Rest «„-f ^i r, -f <»2 ^2 • - • t ^'« ^n ganz zu 
berechnen, nehme man erst die echten Reste zu a., und 11^ r^ und ihre Summe. 
Ist diese« Summe gröfser als u, so nehme- mau von ihr wieder erst den echten 
Rest, thue ihn 2U demjenigen von ^r,, verfahre^ mit der Summe wie vorhin^ 
thue den echten Rest von a^Py hinzu, Ui s. w. bis zu Ende. Dadnroh werden 
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besUnidi^ noch VUlfaeheton u absondert, die in $tf gest^agen Verden kön- 
nen, und man gelangt zu dem echten Rest Yon Z vermittels kUmerer Zahlen. 

Anstatt in (12.) dasProdnct ti^rt^ry^..,.r^ cn berechnen and davon 
den echten Rest nach u zu nehmen, berechne man «rst den echten Rest zu 
r^r^^ multiplicire ihn mit r,, nehme von dem Product den echten Rest, multi- 
plicire diesen mit r«, nehme wieder von dem Product den echten Rest, Uv s. w. 
bis zu Ende, so gelangt man zu dem echten Rest von Z = 2|, x*, Sj, .... z„ 
wieder vermittels kleinerer Zahlen. 

Wäre z. B. der echte poeitice Rest des Products 
27. Z = 18.25.41.61.123. 191 
zu der Zahl 13 zu berechnen, so ist nach (2.) 

18 = ®.13-f- 5, 
25 = ®. 13-1- 12, 
. 41 = ®-t3-f 2, 
'*°' ^ 64 = ©.13 + 12, 
123 = ®.»3-f 6, 
191 = ®.13-f 9, 
und nach (13.) 

29. Z = ®. 13 + 5. 12. 2. 12.6.9. 
Aber das Product 5. 12. 2. 12.6.9 ist keineswegs der echte positive Rest von Z 
zu ti = 13, obgleich alle r in (28.) positive echte Reste zu den z sind. Um den 
echten positiven Rest zu Z zu finden, nehme man erst rir2= 5.12 = 
®.l3+8, multiplicire dies mit r, = 2, welches rir,r, = 2 (®. 13+8) 
= ® . 13+ 16 = ® .13+ 13+3 = ® 13 +3 giebt Dieses multiplicire man 
mit r« = 12, so erhalt man r,rj rjr» = 12(®. 13+3) = ®13+36 = 
<dl3 + 2.13+10 = ®.13+10. Dieses multiplidre man mit r, = 6, so 
ergiebt sich r» r.rjr.rs = 6(®.13+10) = ®I3+60 = ®13+4.13+.8 
= $13+8. Dieses endlich mit n = 9 multiplicirt, giebt 9(®13+8) = 
©13+72 = ® 13 + 5. 13 + 7 = ®I3+7. Also ist 

Sa r.rjrirjnrjre = @13+7 
und vermöge (29.) 

31. Z = ®. 13+® 13+7 = ©13+7, 
und folglich ist 7 der echte poeitim Rest von Z (27.) m « :=: 13. 

Verlangt man den tn^eüngt edUen Rest v<m Z (27.), so kann man 
auch sogleich die vnießn^t echten Reste der Factoren z nehmen; welches 
noch kleinere Zahlen giebt. Es ist nemlich z. B. alsdann statt (28.) 



32. 
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25 = ®.ia— 1, 

41 = @.13 + 2, 

64 = ©.13-1, 
123 ==^ ©Mä+G, 
191 = ®-13— 4, 

Hier ist r,r, = ©13 — 5,1 = ©13— 5. Dieses, mil r, = 2 multipUcirl, 
giebt r,r,r, = 2(©13— 5) = ©13 — 10 = ©13+3- Dieses, mit r^=—i 
multiplicirt^ pebt r, r, r, r^ = — 1 (©13 + 3) = ® 13—3. Dies, mit r5= 6 
multiplicirl, giebt nrar3r4r5 = 6(@13 — 3) = ©13— 18 = ©13 — 5, und 
dieses, mit re = — 4 muIÜpUcirt^ giebt —4(© 13-5) =©13-{- 20=© 13—6; 
so dars der unbedingt eckte Rest von Z C^?.} zu ii^ —6 ist. 

$. 12. 
Erklärungen und Erläuterungen. 

I. Ganze Zahlen, die mit keiner andern ganzen Zahl >>1 als mit 
sich selbst aufgehen, wie z. B. die Zahlen 2, 3, 5, 7, *... 53, 157, i... 353 
u« s. w. kann man Stummzahlen nennen, weil die übrigen aus ihnen durch 
MulÜpUcation zusammengesetzt werden können, und also von ihnen abstammen. 
Gewöhnlich heifsen sie Primzahlen. Noch besser, als eine bildliche deutsche 
oder fremde Benennung, wäre die geradezu bezeichnende Benennung theiler^ 
lose oder unfheilbare Zahlen^ Doch ist Stammzahl kürzer. 

n. Ganze Zahlen, welche, aufser mit sich selbst, auch noch mit an- 
dern ganzen Zahlen >^1 aufgehen, wie z. B. 15, was mit 3 und 5; 84, was 
mit 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28 und 42 aufgeht u. s. w., nennt man ge- 
wöhnlich zusammengesetzte Zahlen. Kürzer und bezeichnender ist theilbare 
Zahlen. Zwar liefse sich dagegen sagen, dafs Zahlen auch noidi auf andere 
Weise ds durch Division thälbar sind, nemÜoh durch Subtraction; was auch 
selbst bei den Stammzahlen der Fall ist. Aber der Einwand irifft auch eben 
sowohl die Benennung zusammengesetzte Zahl; denn nicht Uofs durch Mul- 
tiplicatioQ, sondern auch durch Addition können Zahlen aus andern zusammen-- 
gesetzt werden. Theilbare Zahl aber ist kürzer, und dürfte also besser 
sein, Man darf nur das Wort theilen ausschliefslich der Division vorbehalten 
und statt Theilen durch Subtraction zerlegen setzen, so ist die Benennung 
theilbare Zahl vollständig und ausschliefslich bezeichnend. 
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III. Zwei ganze Zahlen, welche mit keiner ganzen Zahl >>1 beide 
zugleich aufgehen, und die also einander rOcksichllich ihrer Theilharheil oder 
ihrer Theiler fremd sind, wie z. B. 8 und 15, 165 und !2J8 u. s. w., nennt 
man gewöhnlich relative Primzahlen. Natürlicher wäre es, sie geradezu, 
nach ihrer vorhin bezeichneten Eigenschaft, tAeiler/refnde Zahlen zu nennen. 
Alle Stammzahlen bind einander (heilerfremd. 

IV. Zweien oder mehreren Zählen, welche mit andern ganzen Zahlen 
>1 zujfieich aufgehen, z.B. 1()3 und 154, die mit 7; 66 und 1Ö2, die mit 
*i, 3 und 6; ;-J0, 105 und £95, die mit 3. 5 und ib aufgehen u. s.w. püägt 
man gewöhnlich nicht eigendich eine besondere Benennung beizulegen. Na- 
tärlich wäre es indessen, solche Zahlen, im Gegensalz zu den theilerfremden 
Zahlen, t heilerverwandle Zaiilen zu nennän. Die Beiwörter theilerverwandt 
und Iheilerfremd dürften andern, ganz gebräuchlichen, zu ähnlichen Zwecken 
zusammengesetzten Beiwörtern, z.B. den Beiwörtern sinnverwandt und Wnn- 
fremd y als nachgebildet zu betrachten und also grammatisch nicht zu ver- 
werfen sein. 

y. Diejenigen ganzen Zahlen >1, welche in 2wei oder mehrere 
ganze Zahlen zftffleieh aufgehen, nannt man ihre genmnschafllichen Theiler 
und die gröfste unter ihnen gröfsten getneinschaflRchen Theiler. Kürzer 
wäre Gemettit/ieiler und gröfster Geweiniheiler ; nach dem Vorbilde z.B. des 
Wortes Getneingnt. 

VI. Für mehr als zwei Zahlen reicht die Benennung th^lerfremd 
nicht aus, um alles was nöthig ist auszudrücken; die Benennung relative 
Primzahl ebenso wenig. Denn es können Zaiden, wenn ihrer mehr ab zwei 
sind, ohne gemeinschaftliche Theiler sein, während sie gleichwohl nicht re- 
lative Primzahlen sind. Zum Beispiel die 6 Zahlen 198 = 2. 3*. II, 165 = 
3.5.11, :^55 = 3.5,17, 154 = 2.7.11, 228 = 2\3.19 und 715 = 5.11.13 
haben keinen getneinschaftlichen Theiler: gleichwohl ist keine zu der andern 
relative Primzahl, sondern 198 hat mit 165,. ^55 und 228 den Theiler 3, mit 
154- und 228 dcfii Theiler 2, mit 165, 154 und 7l5 den Theiler 11 gemein 
u. s. w. Man kann also solche Zahlen weder theilerfremd noch relative Primf- 
zahlen ncmnen. Die Benennung für sie ergiebt sich aber aus (V.} von selbst. 
Sie haben nemlich keinen Gemeinfheiler und müssen folglich gemeinlheiler'- 
fremd heifsen. Zwei Zahlen, wenn sie theilerfremd sind, sind auch gemein- 
theilerfremd, und daher genügt für zwei Zahlen die Benennung theilerfremd. 
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Mehr als zwri Zahlen dagegen können gleichzeitig ffefneintheiler/remd nnd 
fheilerverwandt sein. 

YII. Haben mehr als zwei Zahlen GefneiniAeiler, wie z.B. 198, 165, 
255 und 228, die alle mit 3 aufgehen, so werden sie ßemeintheilerverwandt 
heifsen müssen. Dergleichen Zahlen sind natürlich auch immer theHerver" 
wandt. Für blofs zwei Zahlen genügt theiterverwandt; denn sind sie das, 
so sind sie auch ^etnein/heilerverwandf. 

VIII. Zwei ganze Zahlen, deren Summe oder Diflferenz mit einer be- 
stimmten dritten ganzen Zahl aufgeht, wie z. B. die Zahlen z und r in der 
Gleichung z = &u±r, deren Summe oder Differenz 2 + r mit der Zahl u 
aufgeht, und die man gewöhnlich nach (§. 10. VIII.) zu einander nach dem 
Modul u congruerU nennt, könnte man deutsch zu einander nach dem 
Theiter u theilbar nennen. Das Wort zu würde das Zueinanderhinzuthun 
der beiden Zahlen andeuten. 

IX. Je nachdem Zähler und Nenner eines Bruches theilerfremd oder 
theilerverwandt sind, nennt man gewöhnlich den Bruch irreducibel oder 
redudbel, und das Wegschaffen der Gemeinlheiler von Zahler und Nenner Re- 
dudren des Bruchs. Gegenbildlich zu den allgemein gebräuchlichen Benennun- 
gen echter und unechter Bruch, könnte man irreducible Brüche reine, reducible 
unreine nennen. Statt reduciren könnte es heifsen: einen Bruch aufheben 
oder, wenn man will, reinigen. 

X. Sind die ganzzahligen Factoren einer Zahl untheilbar oder Stamm- 
zahlen, so heifsen sie folgerichtig Stammfactoren. 

Besser als bildliche oder wiDkfirliche Benennungen sind unstreitig über- 
all, und folglich auch, und sogar ganz besonders in der Mathematik, solche 
Benennungen, die ihren Gegenstand möglichst gradezu bezeichnen; denn sie 
begünstigen weniger die Verwechselungen. Es ist zweifelsohne überall gut, 
die Dinge bei ihrem rechten Namen zu nennen. 

Sodann sind wohl unstreitig Benennungen aus der Sprache sdbst, in 
welcher man sich ausdrückt, schon im Allgemeinen besser, als Benennungen 
aus andern Sprachen; denn sie verstärken die Deutlichkeit und Verständlich- 
keit der Rede. Sind die Benennungen aus der eigenen Sprache eben so be- 
zeichnend, oder bezeichnender als die fremden, so ist es gradezu unrecht, die 
letztem statt jener zu setzen; denn es kann dann nur aus Verachtung der 

CnUe'B Journal f. d. M. Bd. XXVIL Heft 1. 7 
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eigenen Sprache geschehen; und zo dieser haben die Dentschen wohl ebenso 
wenig, wie irgend ein anderes Volk, Ursach. 

Es ist zwar nicht unwahrscheinlich, dafs alle fremden Benennungen, 
auch in der Mathematik, durch deutsche sich ersetzen lassen; und wären selbst 
nur bildliche Benennungen zu finden, so wären sie, als spracheigen, gleich- 
wohl noch besser, als die fremden, insofern diese ebenfalls, wie z. B. die frem- 
den Wörter Product, Factor, Sinus, Cosinus, positiv, negativ, Rational, irratio- 
nal, Factorielle, Facultät, Differential, Integral u. s. w., nur bildlich sind. Ita- 
dessen ist es gewifs gut, die Verdeutschung solcher Ausdrücke mehr der 
Zeit zu flberlassen, weil das, was nicht zugleich in eifih entschieden besser 
ist, als das Fremde, durch seine Heimathlichkeit allein vielleicht nicht Recht 
genug hat, das in Besitz begriffene Fremde zu vertreiben. Wo dagegen völlig 
bezeichnende deutsche Benennungen ganz bereit zur Hand sind, haben sie 
pollee Recht, die Stelle der fremden einzunehmen. 

Dafs Übrigens etwa die Einführung weniger oder gar noch nicht ge- 
wöhnlicher Benennungen das Studium einer Wissenschaft erschweren werde, 
ist nicht zu fürchten, sobald nur die neuen Worte ihre Gegenstände mehr beim 
rechten Namen nennen, als die alten, oder auch nur für ähnliche Begriffe 
schon gäng und gebe sind. Das Ungewohnte darf nur allein dann zurückge- 
wiesen werden, wenn es in sich weniger gut ist, als das Gewohnte; niemals 
wenn es besser ist 

In diesen Erwägungen liegen die Gründe zu den Aufstellungen des 
gegenwärtigen Paragraphs. Die Absicht, deutsche Worte, welche bezeich- 
nender sein mögen, als die gewöhnlichen fremden, für einige Gegenstände 
der vorliegenden Abhandlung statt der fremden zu setzen, ist übrigens auch 
den Erfolgen, die die Erfahrung längst ergeben hat, nicht entgegen. Auch 
in der Mathematik sind in der neuem Zeit schon statt vieler fremden Worte 
deutsche ziemlich allgemein angenommen worden ; z. B. Unterschied statt Dif- 
ferenz, Vielfaches statt Multiplum, Verhältnifs statt Proportion, Reihe statt Pro- 
gression, Dreieck, Viereck, Vieleck, Kegel, Kugel, statt Triangel, Quadrangel, 
Polygon, Conus, Sphaere u. s. w. Es ist also hier in diesem Paragraph nur 
etwas geschehen, was dem erfahrungsmäfsiy wirklich stattfindenden Bestreben 
gemäfs ist: nichts, was ihm entgegen wäre. Daher werden wir uns der hier 
aufgestellten Benennungen in Dem was folgt statt der sonst gewöhnlichen 
bedienen. 
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§. 13. 

ErUuterang. 

A. Eine ßonze Zahl drackt die Gröfse der Menge von einzelnen 
Dingen aus, welche man, indem man sie znsammenfafst, in irgend einer Be- 
ziehung als unter einander gleich betrachtet. Die Zahl für ein einzelnes Ding 
ist die Einheil. Ziffern sind die Zeichen für ganze Zahlen, wenn die Gröfse 
der Mengen bestimmt ist; Buchstaben , oder beliebige andere Zeichen sind 
es, wenn die Gröfse der Mengen unbestimmt ist. 

B. Fflr den Begriff der Gröfse der Menge an sich, oder der Zahl, 
ist es offenbar völlig gleichgültig, welche Dinge es sind, deren Menge die 
Zahl vorstellt. In diesem Sinne ist es nicht angemessen, eine Zahl, ohne 
Rücksicht auf die Dinge welche sie zählt, unbenannte Zahl, und dagegen 
die Gesammtheit der Dinge selbst, welche die Zahl zusammenfafst, benannte 
Za/d zu nennen. Die Dinge selbst können niemals eine Zahl sein; es kann 
immer nur heifsen: eine Zahl benannter Dinge. Der Begriff der Zahl ist 
abstract, oder von den Dingen, auf welche er angewendet wird, abgezogen. 
Er liegt nicht tu den Dingen, sondern wird auf sie angewendet. 

C. Es können aber nicht blofs Dinge, die in irgend einer Beziehung 
als unter einander gleich betrachtet werden, zu zählen sein, sondern es kön- 
nen auch Dinge, wenn sie beliebig theilbar sind, in Theile zu thdlen sein, 
die ihrerseits unter sich in irgend einer Beziehung als gleich betrachtet wer- 
den. Es ist also zunächst auch noch auszudrücken nölhig, in wieviele gleiche 
Theile etwa ein Ding, welches als Einheit betrachtet wird, zu theilen sei; und 
dann, wieviele solcher Theile genommen werden sollen. Da es hier wiederum 
nur auf die Gröfse von Mengen ankommt, nemlich erstlich auf die Menge 
der glichen Theile, welche ein einzelnes Ding ausmachen sollen, und dann 
zweitens auf die Menge dieser Th^le, welche zu nehmen sind, so kann bei- 
des ebenfalls durch die Zahl geschehen. Wie man die Zahlen, welche hier 
das Verlangte anzeigen, zu einander stellen will, ist willkürlich. Man schreibt, 
wenn z. B. ein Ding in b gleiche Theile zu theilen ist und a solcher Theile 
genommen werden sollen, wo dann a und b Zeichen ganzer Zahlen sind, 

1. -V- oder auch a: b, 

und nennt diesen Zahlen«* Ausdruck Bruch, a den Zäfiler, b den Nenner 
des Bruchs. 
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D. Brüche und ganxe Zahlea reichen für alle FsUe, wdche in der 
Rechnung voriLonunen können, voU$tdnii§ aus; denn auch Irrationales, so 
wie Transcendentes, sind nur Grenzen gewisser nach diesem oder jenem Ge- 
sell sich richtender Brüche; und sdbst Imaginires geht nur erst aus der 
Rechnung mit Zahlen hervor. 

Da nun Bräche eben sowohl Mengen zählen, als ganze Zahlen, nem- 
lich Theile von Dingen, die ak neue Einheiten betrachtet werden, so kann 
man f&glich die Bedeutung des Worts Zahl veraltfememem , und es eben 
sowohl ganze Zahlen, als Bräche ausdrücken lassen. Mengen von Einheiien 
heifsen dann ganze Zahlen, Mengen von Theilen von Einheiten Brüche; beide 
gleichmSfsig Stahlen. Darstellbar sind Brüche durch ganze Zahlen immer. 

E^ Da -^ nach (C) a gleiche Thefle bezeichnet, deren h die Ein- 
heit ausmachen, so drückt y einen dieser Theile aus: denn für anen solchen 
Theil ist der Zähler a der Theile gleich 1. Also bezeichnet a.y daeselhe, 
wie y, und folglich ist 

F. Auch kommt offenbar Dasselb^^ heraus, ob man die Einheit In h 
Theile thrilt und a solcher Theile nimmt, oder ob man a Einheiten als ein 
Ganzes betrachtet und dieses Ganze in h Theile theilt: denn, so wie a Em^ 
heilen das Ganze a zusammensetzen, so setzen auch, nach der TheUung des 
Ganzoi a in t Theile, a einzelne Theile der Einheit« jeder = y , den 

Utn Theil y des Ganzen a zusammen. Also kann man sich y statt ak a 
He Theile der Einheit, anch als den Men Theil des Ganz» a vorstdlen. 

G. Wenn y mit der ganzen Zahl c zu mmlüplieiren ist, was durch 
c.-^ auszudrück«! sein wird, so folgt zunickst aus (2.) 

d«s heilst« rechteiiiand : a Dinge oder Einheiten, jedes =y? sind cmal zu 
nehmen. Aber die ganze Zahl ca drüikl eben soviel Einheiten aus als cmuU 
«. Dieses ist kein zu heweisenäer sondern ein willkürlicher Satz. Erst dals 
ca=^ae sei, oder dafs amal c eben soviele Einheften enthilt, als cmal «, 
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ist ein des Beweises bedürfender Satz. Es ist derjenige (§. 6.)) nnd er ist 

dort bewiesen. 

Also liann statt (3.) auch geschrieben werden: 

VI ^ « ^1 

4. r.y = ca.y. 

Aber eben so wie y, mit der ganzen Zahl a moltiplicirt, soviel ist 

ab y (2.% ist auch y mit der ganzen Zahl ca mnltiplicirt soviel als y. 
Also ist 

5. 17a. y = X = ^-T- 
H. Wenn der dte Theil der Einheit weiter in c gleiche Theile ge- 
theilt wird, so machen c solcher Theile y ans. Nimmt man also statt c jener 

Theile, ihrer bmal c, so hat man das 3 fache des Resultats y • Dieses aber 
ist = 1. Also machen bmal c, oder, was dasselbe ist, bc jener den vom dten 
Theile der Einheit die Einheit ans. Eben das ist mit dem dcten Theile der 
Einheit der Fall, also ist 

6. -TT • ^ = T- • 

be 

Aach ist demnach 

denn y ist =ö.y (2-), dso y :« = «. i.:c = a.g^ (6.) = -^ (2.). 

/• Wenn y- mit <: zu mnltiplidren ist, welches durch c.^ auszu- 
drfldLen sein wird, so ist erstlich wegen g~ = a.y. (2.), c.A = c.a.-X- 
=za.c.g-. Aber -^ kann man sich nach (6.) als y dividirt durch e 
vorstellen. Da nun hier -^ oder y^ dividirl durch c, wieder zunächst cmal 
zu nehmen ist, so giebt c.t— = y. Also ist a*<^«y = a.y und dieses 



ist =y C2.)- Aber es ist ^•c.^^ac.^ = ^ (2.): also 



ist 



8. ^^ 



bc ~ b ' 

das heifst: gleiche Factoren im ZAhler nnd Nenner eines Bruchs Aden sieh 
auf. Diese nähere Erörterung wegen des Auf Aebene der Factoren in Brflchen 
war des Folgenden wegen nöthig« 
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§. 14. 

Lehrsatx. 

L Jede ganze ZM geki no&wemSg mU jedem ihrer ge 
gern Faeloren amf, dae keifet: wenn wum Se Zahl durch dem Faüw Ji- 
viSrt^ so ist der Quotiemt mme ganze Zahl; oder auch, wemi wum dem 
Factor wiederholt vom der Zahl ahziehl, so UeHt zuletzt KtOL 

n. Jede gamze Zahl, Se im mme amdere ganze Zahl aufgeht, iet 
eimer ihrer Factorem. 

m Wemm der Quoäemt, z.B. der ganzem Zahl z, diüi£rt durch 
die gamze Zahl u, eine ganzeZahl w ist, so geht u in x natheenSg auf. 

Beweis von L Es seien u^^ «,, «Cj, .••• «, die versdiiedeii«! gani- 
uhligen Factoren Aet ganien Zahl z^ so dals 

1. X = tf|*tif«ii) •••• u^ 
ist Da die «r sAmmtlich ganie Zahlen sind, so ist s. B. aoch u^.u^....%, 
«ne ganie Zahl, folgtich ist, wenn man dieselbe dnrch r beseidinet 

2. « = «t.r. 
Ans (2.) folgt, dals dw Factor n^vmal in z enthaltoi ist, also, rmal davon 
abgelegen, der Rest Null bleibt, oder dais tfi in t; an^hL Gleidies giU von 
jedem andern Factor von s. 

Beweis von 11. Wenn «^ in x anfgdit, odw, x.B. «mal von z ab- 
geiog», Nnll liTst, so ist t; ans rmal u^ nsammengesetit, nnd folglidi «t ein 
Factor von s. 

Beweis Ton in. Wenn 



3. — = 



setxt, so ist nach ($ 13. 5. /.) 

4 «f.— oder «.tr = ^^ = «. 

Wenn also nun w eine ganze Zahl ist, so folgt ans (4.), dafe ti eine ganse 
Zahl von Malen in z enthalten ist, also in z an^rdit. 

5^ 15. 
Lehrsati. 

1. Wenn irgend ein Factor v, einer gatmen Zahl 
1. n = Vi.Yj.Vj . . •. V. 
in eine ganze Zahl % nicht aufgeht, so geht auch m seltel nicht m i amf. 
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II. Wmn n in z aufgdU, so geht auch Jeder Factor v von n 
Ml c auf, 

Beispiel %n I. Der Factor 3 der Zahl « = 78 = 2.3.13 geht 
in die Zahl « = 1430 = 2.5.11.13 nichi auf; und aoch u = 78 geht in 
1430 nicht auf, obgleich die übrigen Factoren 2, 13 nnd 26 in 1430 aufgehen. 

Beispiel zn U. Die Zahl « = 286 = 2. 11 . 13 geht in « = 1430 
= 2.5.11.13 auf. Und auch alle die Factoren 2, 11, 13, 22, 26 und 143 
von 286 gehen in 1430 auf. 

Beweis von I. Man setze 

2. V2'Vf^t'' ••••'» '^'^ Y> 



so dafs in (1.) 
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L ti = 


= »1 


.y und 


y = 


_ u_ 


i%. 14. I.) 


ist 


Femer sei 


^ 








"I 








4. 
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= tp, 


und 










5. 
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öder 




(3.) 


= to. 


Man 


nraltiplidre 


(5.) mit 


y» 


so erhalt 


man 








6. 


wy a= 


y- 


»1/ 




2 
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'- ($.13. J.) 

1 



Daher ist, (6.) in (4.) gesetzt, 

7. iTi = wy. 

Nun geht nach der Yoranssetzung t^i in ^e nicht auf. Also ist zufolge (4.) 
Wi nicht eine ganze Zahl. Gingen dagegen ti in ;8 auf, solare nach (5.) 
w eine ^anze Zahl. Aber auch y (2.) ist eine ganze Zahl, und folglich 
auch wy, welches nach (7.) gleich Wg sein soll. Also wSre eine ganze Zahl 
einer nicht ganzen Zahl gleich. Aus diesem Widerspruch folgt, dafs, wenn 
irgend ein Factor ri von ti in ;s nicht aufgeht, auch u selbst nicht in z auf- 
gehen kann. 

Beweis von II. Wenn u in z aufgeht, so ist w (5.) eine ganze 
Zahl; desgleichen ist, wenn Vg irgend einen Factor von u bezeichnet, y in (3.) 
eine ganze Zahl. Nun ist nach (§. 13. /.} 

8. II.— oder u.w = — = z und 

u u 

9. V — oder t;,.y (3.) = ?^ = ti; 
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also, wenn man (9.) in (8.) setit, 

10. z = Viyw. 
Da non nach der Voranssetinng w und y ganie Zahlen sind, so ist anch yw 
eine ganie Zahl, nnd folgfich ist Aa Factw r^ von tr eine ganxe Zahl yw 
von Malen in z mthalt», nnd geht folglich in z anf. Gleiches gib von jedea 
andern Factor von ti. Also geht jeder Factor von «r in x anf, woin ti sdhst 
in z anfgehL 

§. 16. 
Lehrsatx. 

IFam ehu f^mze Zahl x wfdl emer amderm gamzen ZmU u mmf- 
ßeUy so üt der Qmotiemt der Diemon der memßcke, num wui§ % auf ein^ 
mal mut n dSfrtdir«, oder erH dmreA irßemd ekum der Fmclorem y« ro« n, 
dmrmmf dem Qmotiemten dieser Diriskm durch hrgemd ehum anierm Fmttar 
T. roM o. dem QmoHemfem kietam dmrek eimem drittem Fmetor Vj ro« n «.«. »• 
A'irr Mi^ Se zweite Art ier Dieinom so lmm§e firtgesetgt werdem^ kis 
mtte Factorem r ro« n erseküffi nmJL Alle tei dieser zweitem Art ier 
JKeisiom sieh ergehemdem Qmotiemtem mmd der Reike mmek gamxe ZmUem. 
tKe Ordmumß, m weleker wum kei dea^ zweitem Verpskrem Se Fmeto- 
rem v ro« n xm iKrisorem miaumt, ist witiktrIic/L Amek UeHt der 
Smiz mmrerdmdert derselbe^ wemm die Faetorem t ro« u. mite oder emstge^ 
umter eimmmäer gleich simd. 

Beispiel z = S4. dnrcfa «= 12 = 2.2.3 anf einmal diridirL giehl 7. 
Andrerseits ist 

= 42. 5 = 21- ¥ = 7. 



1. 



1 ¥ ^» ¥ • • 

7 *• ff M -* 

1 *• Ol «■ 

f <« • O « 



^ ^ = *2, T = * n. s. w. 
Immer iit der letite Onotieat der nemfiche. nnd aHe daraif fikhrendc« QMli»* 
ten sind gsmze ZaUes. 

Beweis. JL Da ««dl der Torrnrnssetemmg z m\ 
^ . « -' »1 • r» • ■ "j - • • • • ^ « 
w« £« r k^ebig« tkdlkire oder utkrilbare Factorca tm « scü ktaaca, 
asfrekea soB. so pckt nfolfe CS- 1^- Q-) « «"ck mHjeäem dieser Fadora 
r TOB ■ ml. 
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B. Nun sind v^^ t^ir,, v^v^v^^ .... eämmtlich Factoren von ti, also 
sind 9 wenn man 

^ z z z z 

= «^*9 • • • • r- = — = «^« 



setzt, alle die Quotienten w ganze Zahlen. 

C. Die beiden vorletzten Gleichungen in (3.) geben, wenn man sie, 
die erste mit v^v^v^ .... v^.!, die zweite mit v^v^v^ .... v^ mulliplicirt, zu- 
folge (§. 13. /.) 

4. jr = v^v^Vi .... Vf^^iWi^i und 

5. « cr= t?|t?2t?3 .... t>^^^VJ^WJ^.^ 

also, (4.) durch (5.) dividirt, 

und dieses mit wi multiplioirt, wiederum nach (§. 13. i.), 

«. =^ M^A. 

D. Da nun A jede der Zahlen 1, 3, 3^ ...• n sein kann, so giehl (7.) 

8. — i = U?,, -— = f/^j, —t rrr: M7^ , — — = M^„ . 

C/j ^l ^^ *-!» 

Hieraus folgt 

Erstlich, dafs jeder der Quotienten w der Division von :c durch die 
Factoren v von u (3.) durch einen derjenigen Factoren v von t/ theilbar ist, 
die bis dahin noch nicht zur Division gekommen sind; denn die sämmtlichen 
Quotienten in (8.) sind ganze Zahlen QB.}. So behauptet es der Lehrsatz. 

Zweitens, dafs, wenn man zuerst z durch Vi dividirt, welches den 
Quotienten Wi giebt (3.), darauf diesen Quotienten w^ durch r,, den daraus 
nach (8.) hervorgehenden Quotienten w^ durch v^ u. s. w. bis alle Factoren 
V von u zur Division gelangt sind: dafs dann der letzte Quotient tc„ der 
nemtiche isl, welcher sich zufolge (3.) ergiebt, wenn man z auf einmal durch 
r^r^rj v„ = u dividirt; dem Lehrsalze gemafs. 

E. Übrigens ist es gleichgültig, in welcher Ordnung die Factoren 
r von u bei dem zweiten Divisionsverfahren zur Division gelangen, da die 
Factoren r^, i?^, t?3, .... t\ von u zufolge (§• 6.) nach Belieben ver- 
U)ech»elt werden dOrfen. Auch ändert sich an dem Beweise nichts, die Fac- 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 1. 8 
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toreii V von tr mögen, einig« oder alle, unter einander gleich oder ungleidi 
sein; was die flbrigen Behauptungen des Lehrsatzes sind. 

Anm. Der Beweis ergiebt sich insbesondere aus der VerglwAung in 
(C) zweier Quotienten w von z^ dividirt durch Factoren von u, in welchen 
der Divisor des einen mnen Factor von u mehr enthalt, als der andere. 

§. 17. 

Lehrsatz. 

Der Lehrsatz (§• i^.) von der Gleichheit der Endresultate^ es mag 
eine ganze Zahl z durch eine andere ganze Zahl u auf einmal, oder 
erst durch irgend anen Factor von u, der Quotient davon durch einen 
zwmten Factor von u, der Quotient davon durch einen dritten Factor 
von u dividirt werden u. s. w. bis alte Factoren von n erschöpft sind, 
gilt nicht blofs ßr den Fall, wenn n in t aufgeht, sondern auch dann, 
wenn u m z nicht aufgeht; jedoch dann nur auf folgende Weise: 

L Dividirt man nämlich in diesem Fall z zuerst durch irgend 
dnen Factor Vi von u, und zwar so, da/i das was bleibt entioeder der 
echte positive oder der echte negative Rest (§.8. IV. o.) ist; hier^ 
auf den so gefundenen unterndchsten oder übernächsten Quotienten 
(§. 8. IV. 6.) durch irgend einen zweiten Factor v, von u, unter der 
gleichen Beobachtung; den hieraus hervorgehenden Quotienten durch 
einen dritten Factor v, von u, wiederum unter derselben Beobachtung, 
tindf so wmter bis alle Factoren von u erschöpft sind, so kommt man, 
und zwar immer unter der Bedingung, dafs bei den stufenweisen Di-- 
Visionen stets entweder der positive oder der negative echte Rest ge^ 
nommen wird (nicht willkürlich bald der eine, bald der andere), zuletzt 
auf denselben Quotienten^ der sich findet, wenn man z durch u auf 
einmal dividirt und auch hierbei, eben wie bei den stufenweisen Divisio^ 
nen, gleichfalls den positiven oder den negativen echten Rest nimmt, 
je nachdem der eine oder der andere bei den stufenweisen Divisionen ge-^ 
nommen wurde. 

Bezeichnet man, indem 

1. U = VjVjVj — V« 

gesetzt wird, die bei den verschiedenen theilweisen Divisionen bleibenden 
RestCfje nachdem sie die positiven oder die negativen echten Reste 
sind, durch ri, r,, r,, ... r„.» und durch ri, r^^ ^39 •••• t., die zugehäri^ 
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yen unternächsten und übernächsten Quotienten durch qi, qt? ^3) ••• qa 
und durch qi, q^^ «^j, . . . . ()„; femer den positiven echten Best der Di- 
vision von K mit a durch R, den negativen echten Rest dieser Dimdon 
durch 9t, die »ugehärigen unternächsten und übernächsten Quo- 
tienten durch Q und O, so dafs die Gldchungen 

qi = qiVi+Ti, I <ii = «iiVi— ti, 

q, = q,v,-f-rj, g J <\i = <JjVj — r,, 

q3 = q4V«4r4, \ <ls = q4V4— 14, 



[q.-i = qoVn + '^»" [Vi = 9» ▼«"'»» 



and 



4. 2 = Qa-f-R und 

5. z = Oo — 9t 

die verschiedenen oben beschriebenen Divisionen vorstellen und die Quo- 
Oenten q, Q und q, O, durch die Bezachnungen (§. 8. IV. ö.) ausge- 
drückt, nichts anderes sind als 

q, = (z-f:vO, 
Jq» = ((a+:Vi)+:v,), 
6. (qj = (((2+:vO+:Vj) + :Vj), 



und 



q. = ((((z + :vt)-f-:v,)+:v,)... -[-:v.), 
Q = (z + :«), 

9» = (z — :vi), 
q, = ((2 — :v,) — :vO, 
8. <qs = (((2 — :Vi)— ••▼0 — :v,), 



q« = ((((z — :Vi) — :y,) — :Vj)... . — •▼), 

so läfU sich das, was bisher von dem Lehrsatze ausgesprochen ist, in 
Zachen durch tUe beiden Glachungen 

10. = * ™d 

11. 0=<K, 
oder auch durch £e beiden Gtächungen 

8* 
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12. (z + :n) = ((((2 + :V|)+:v,) + :v3)....-|-:v„) und 

13. (z — :o) = ((((^ — :vO — :V2)4 rv,) •••• — -v.) 
ausdrücken, 

II. Wenn u in % aufgeht, wie in (§. 16.}, so sind alle Reste r, r, 
R und dt, iVti//. £ft>r^ wo u in % nicht aufgehen soU, sind die Reste nicht 
Null, sondern R und 9( werden une folgt durch r und r und durch die 
Factoren v von u ausgedrückt: 

14. R = r^ViVjV^.... Vn^i+'^n-iViV^Vi .... v««24-ri.«2ViV2V, .... v^, ... 

... i TjV^Va-f rjVi+ri und 

10. .A = fft Vi V2 V3 .... V„^i -[- tn^i Vi V2 Vj .... Vn«2 "f* '^n— 2 ^1^2 ^3 • • • • Vn_3 . • . 

• .• + t,ViV2 + r2Vi+ri, 
oder auch, wenn man 

10. Vi = V|, V1V2 == V29 VxVjVj =• V3 .... ViV2V3 .... Vn«i = V„_| 

^^te/^ durch 

17. R = r..V„.i-fr„.,V„^2 + r_2V„«3 .... +r3V2 + r2V,+r, und 

18. a = r„V„.i+fn-iV„^2 + ^-2V;.3 .... +t3V2+r2V,4r,. 

III. a. Der letzte Quotient q„ in (3.) ist gleich dem letzten 
Quotienten q„ m (2.) trenn u in z aufgeht. Geht u t n z mchi aufy 

so ist 

19. q„ = q„ + l. 

b. Läfst man in (3.) i/r> Factoren v. tmJ u m derselben Ord^ 
nung auf einander folgen, wie in (2.), so kann keiner der Quotienten 
q gröfser sein, als der ihm correspondirende Quotient q, sondern nur 
entweder ihm gleich, oder um i kleiner. 

c. Geht der erste Factor V| von u m z nicht auf, so sind alle 
Quotienten q jeder um 1 gröfser, als die correspondirenden Quotienten q. 

d. Geht der erste Factor V| von u in z auf, desgleichen der 
zweite Factor Vj in den ersten Quotienten q, , der dritte Factor v, 
in den zweiten Quotienten q> u.s. w. bis zum mten Factor v„ von u, so 

sind die Quotienten q^, qj, q,, q.» alle den Quotienten qi, q2 9 <|3 9 •*.. ^m 

gleich; alle folgenden Quotienten q dagegeti sind säfnmtlich Jeder um 1 
gröfser als die correspondirenden Quotienten q. 

Beispiel. Es sei 

20. z = 17017 und II = 360 = 2.2.2.3.3.5. 
a. Man nehme zuerst zu Factoren v von u folgende: 
21. Vi = 2, V2 = 2, »3 = 2-, 1^4 = 3, 1^5 = 3, ^6 = 17« = 5, 
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90 gc)|»eii die Gleichungen (2. n. 3.) 

17017 = 8508.2-1-1, [ 17017 = 8509.2 — I, 

8508 = 4254.2-1-0, 18509 = 4255.2 — 1, 

4254 = 2127.2-1-0, ) 4255 = 2128.2— 1, 

22. < 2127= 709.3-1-0, ^^' \ 2128= 710.3 — 2, 

709= 236.3-i-l, J 710= 237.3 — 1, 

23ö = 47.5 + 1, ( 237= 48.5 — 3. 

Es ist also 

jy, = 8508, ^, = 4254, ^,= 2127, ^, = 709, ^, = 236, ^, = ^„ = 47, 
'**'fr, = l, ra=0, r3 = 0, ^ = 0, n=l, r6 = r, = l. 
jqi = 8509, q, = 4255, q, = 2 128, q« = 710, q, = 237, q« = q, = 48, 
'*^* K = l, t,= l, t,= l, t«=2, t,= l, «i = t„ = 3; 
desgleichen giebt hier (4. n. 5.) 

26. 17017 = 47.360-1-97 und 

27. 17017 = 48.360—263, 
also ist 

28. (? = 47, Ä =s 97, 

29. O = 48, 91 = 263. 

Aus (24. und 28.) und aus (25. and 29.) zeigt sich, dafs, wie es 
nach (10. und 11.) sein soll, = y, (=47) und ti = q„ (=48) ist. 
Ferner ist nach (16. und 21.) 

30. F| = », = 2, F, = t>ir,=4, F, = »ir,D3 = 8, F4 = p,»,rjr4=24, 

Vi = ViVt..Vs = 72, Fe=i=»,r2...Po = 360, 
also geben hier (17. und 18.), gemgfs (30. 24. und 25.), 

31. Ä=1.72-fl.24-|-0.8-[-0.4-}-0.2-l-l=72-f 24-1-1=97 (wie 28.) und 

32. 9l=3.72-fl.24-f2.8-i-1.4-i-1.2-fl 

= 216-^-24-1- l6-{-4-f-2-f-l =263 (wie 29.). 
Desgleichen sieht man ans (24. und 25.) « dafs es sich mit den q und q so 
verhilt wie es der Lehrsatz in (III. o. b. e.) behauptet. 
d. Nimmt man zn den Factoren r von u folgende: 
33. r|=12, »2 = 5, », = r„=:6, 
80 geben die Gleichungen (2. und 3.) 

17017«= 1418. 12 -f-1, ( 17017 = 1419.12-11, 

34. { 1418= 283. 5+3, und 35. { 1419 = 284. 5— 1, 
283= 47. 6-j-l; I 284= 48.6-4; 

und es ist hier 



62 2. Ricyklopädie der ZaUcfUheorie. $. 17. Form. 36—48. 

36. 



37. 



q, = 1418, y, = 283, y, = y, = 47, 
r, = 1 , r^ = 3 , r, = r, = 1 ; 
q, = 1419, q, = 2S4, q, = q, == 48, 
ri = 11, r, = 1, r, =;= r^ = 4. 
Also ist zunächst wieder aus (36. und 28., 37. und 29.) q^ = Q^ (=47) 
und q. = a (=48). 
Sodann ist hier 

38. F, = t?, = 12, V2 = v,v^=60 und F3 = ii = 360, 
und (17. und 18.) geben nach (38. 37. und 36.) 

39. R == 1.60+3.12+ 1 = 60+36+ 1 = 97 (wie 28.) und 

40. 91 = 4.60+1.12 + 11 = 240+12+11 = 263 (wie 29.). 
Alle 4/ (37.) sind wieder, gemfifs (III.), um 1 gröfser, als die correspondirenden 9. 

Beweis A. Man substituire die zweiten der Gleichungen (2. und 3.) 
in die ersten, so erhalt man 

41. z = ya«^i«^2 + ^2«^i + ^i und 

42. z = ci2t^V2 — X2Vj, — ti. 

Hierin setze man die Werthe von 4/2 und qs aus den dritten der 
Gleichungen (2. und 3.) , so ergiebt sich 

43. Z = y^rirara + rjViVj +^2t?i + r^ und 

44. Z = qa^i^jt^s — ^i«^i«^2 — tj ^i — ti. 

Setzt man hierin weiter die Werthe von y^ und q^ aua den vierten 
der Gleichungen (2. und 3.), in das was sich ergiebt die Werthe Ton ^4 und 
q« aus den fünften der Gleichungen, und so weiter^ biB zu q^ und q» aus den 
letzten der Gleichungen (2. und 3.) , so erhflU man 

45. Zl = qn^l^2^Z""'^n-T^n^l^2^i""'^n^l'\'^lt^l^k^2^f-*^m^7*' • 

... +rjrAr2 + r2ri+ri und 

46. Z = q„ririr3....r„ — t„rir2r3....r„_i — Xn^iViV2^z****^H-^- •• 

... — ra^t^iTj— taPi— r,, oder auch 

47. Z==qnU'{- [r„r|i?2V3- •• •«^»•-i+»'i.-it?ir2ry....r,^i . .^ 

...+rjr4ü,+r2ri+rj und 

48. Z = q,ti — [r„t?i 172^3.. ..t?„«i+r„.it?it?2r3....r^,... 

.•. + tPsrtü,+r>ri+tJ. 
ß. Nun sind, wenn in (2. und 3) z. B. tst in « aufgeht, die editen 
Reste Tx und tt gleich Null und die Quotienten ^i und qi sind einander gleiek. 
Geht auch V2 in ft auf, so sind die Reste Tj und ta iVu//^ und auch die Quo- 
tienten qn und q^ sind einander gleich. Und so weiter 
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Geht dagegen Vi in z nicht auf, so sind die Reste r^ und Ti nicht 
Nullf aber sie können anoli nicht yrofser sein als ri — 1 (§. 9. IL)) und der 
Quotient q^ ist um 1 gröfser als der Quotient ^i (§. 9. VII.)> Geht v^ in ^i 
nicht auf, so sind die Reste r^ und tj nicht Null und können nicht gröfser 
sein als v^ — 1, und q, ist um 1 gröfser als q^* Und so weiter. 

In keinem Fall also ist r|>ri~I, f^i^t?,— I, r^>ni — 1^ ... 
... r,>r^— 1 und ti>t?i— 1, t2 = ra— 1, r5==r3 — I, .... r„ = r„ — I. 
Die r und r können zum Theil oder alle Null sein, aber die grafsten Werthe, 
welche sie habra können, sind ri— I, rj— 1, v^ — 1, .... ün-r-l. 

C Die kleinsten Werthe also Dessen, was in (47.) mit ^„ti durch 
das Pluszeichen und in (48.) mit q^ti durch das Minuszeichen verbunden ist^ 
sind Null, die gröfeten Werthe dagegen sind in (47. und 48.) gleichmäfeig 

und Dieses thut, wenn man die angezeigten Multiplicatipnen ausfährt, 

t^lt^a 1^3 • . i •t'ji "T t^lt^2^3 *^ • • ^»T— l "r ^\^2^l • • • • •^n— 2 • • • • -p t?| t^^Tj "f" ^i ^2 "f" ^i 

f| 172^3 ••• • '^Ä— l 1^1 1?2 1?3 • • • . t^n— 2 • • • • t?i ©2 Tj — t?i Üj — ^1— l 

50. =«'-1. 

Jedenfalls also sind die Summen der Glieder, die in (47. und 48.) mit 
f„«' durch das Pluszeichen und mit q^ti durch das Minuszeichen verbunden 
sind, nickt kleiner als Null und nicht gröfser als u — 1. 

Rezeichnet man demnach diese Summen durch s und c;, so dafs in 

(47. und 48.) 

51. z = qn^'{-^ und 

52. z = q«« — CT 

ist, so ist 8 ein echter positiver Rest und o ein echter negativer Rest der 
Division von z durdi Uf denn diese Reste haben jene Eigenschaft (§. 9. II.). 
q^ und q« sind die Quotienten der Division. 

D. Dividirt man dagegen z durch u auf einmal und nimmt die echten 
positiven und negativen Reste, so erhdt man nach (4. und 5.) 

53. « = (?M -j- Ä und 

54. z = Ott — JX. 

Es giebt aber bei jeder Division nur einen echten positiven und nur einen 
echten negativen Rest: also muCs nothwendig 

55. Ä t= ^ und Ä = a 
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und mithin Mfolge (51. und 53.) und (52. und 54.) 

56. qnfi+R = C?«+Ä und q,«—« = 0»«—» 
sein; und daraus folgt q^u=Qu und q^ti = Cl,tr, also 

57. f „ = (7 und 

58. q, = O; 
wie es der Lehrsatz in (10. u. 11.) behauptet. 

E. Aus den.Werlhen von s und a in (47. u. 48.), die zufolge (55.) 
= A und 91 sind, folgt 

59. R = r,f;xr,r, ....ü,^i-f-r^irit?2f?3...,r^-f ....4-r,rir,+raPi+rj 
und 

welches die Ausdrücke (14. u. 15.) des Lehrsatzes sind; 

F. Da in allen Fällen qn=^Q und q„ = £l und, wenn u in z auf-* 
gehl, also R und 9t Null sind, zufolge (4. u. 5) Q=:^^ hingegen wenn u 
in z nicht aufgeht, £l=0 f 1 ist (§.9. YIL), so ist auch, wenn u in x 
aufgehl, ^^ = q„, und wenn u nicht in z aufgeht, q^ = y^-{-l; gemftls (19.). 

G. Was für u oder F^ (16.) gilt, gilt nothwendig auch fOr ein Pro- 
duct F^ nicht aller v, sondern nur einer beliebigen Anzahl m der Factoren 
V von ti. Also auch, wenn man einerseits der Reihe nach init den in V^ ent- 
haltenen m Factoren dividirl, was auf die Quolienben q^ und q,» führt, ander- 
seits z auf einmal durch F^, was die Quotienten Q^ und Om gi^bt, kann 
nur, wie in (10. u. 11.), 

61. Q,, = q^ und £l^ = q.„, 
oder, wie in (IIL a.), 

62. q^ = Vm oder q.^ = ^„4-1 

sein. Da nun m jede der Zahlen 1, 2, 3, .... n sein kann, und folglich q^^ 
und q^ alle die Quotienten q und q in (2. und 3.) ausdrficken, so fcdgt, dafs 
kein q gröfser sein kann als das ihm correspondirende q, sondern nur ihm 
gleich, oder um 1 kleiner; wie es (IIL ä.) behauptet. 

H. Geht der erste Factor Vi von u, mit weldiem man z dividirt, in 
z nicht auf, so ist q^ = ^j -j* 1 (§• ^- VII.). Aber, wenn Vi in z nicht auf- 
geht, gehl auch F^= riT^t^j.... t?^, für eine beliebige Zahl m von Factoren 
V, in c nicht auf (§.15. I.). Also ist für die Quotienten jD^ und Q^ der 
Division von z durch F^ , Sil« = Om+l CS- 9. VII.> Es ist aber immer 
q„=0,n und qm=Qm (61)? also ist auch nothwendig 

63. q^ = y^-fl. 
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Hieraus folgt, da m jede der Zahlen 1, 2, 3, n sein kann, dafs, wenn 

der erste Factor r. von u m z nicht aufgeht, alle Quotienten q jeder um 1 
gröfser sind als die correspondirenden Quotienten q. Dies behauptet (HI. <r.). 

/. Geht Fm= ^i^2^3--*- ^'m in ^ anf, so gehen, nach (§.15. II.), 
auch alle die Factoren F^.i s= Ti t?^ i?3 . . , . »,„., , F^.j = r^ r^ r, . . . . v^^^ , • . , 
... F2 = Ti 1^2 und F| = t?! von F^ in ;e auf. Also sind alle die Quotienten 

Ol», Om-i, Om-3, Ol den Quotienten H^, ti^^,, ti^^a, il^i der 

Reihe nach gleich; und da Q immer gleich q und £). immer gleich q ist, so 
sind auch die Quotienten q„^ , ^^., , . . . . fi der Reihe nach den Quotienten 
flm, qm-M <ti gleich. 

Der hier vorausgesetzte Fall, dafs Vm = VtVtVi. .. .v^ in z aufgeht y 
ist aber der^ wenn zuerst t^i in z aufgeht, darauf V2 in den Quotienten ^| = — , 

Vi in den Quotienten ^2= ^ u* s. w.: denn ;s enthalt alsdann nothwendig alle 
dieFactoren r,, r,, »3, .... r^, also — = ^1 noch die Factoren t?», t?3, .... 1?^, 
Si^ = ^2 noch die Factoren r,, r«, .... v^ u. s. w. Also, wenn v^ in z auf- 
geht, 1^2 in ^1= — , r, in ^2= ^^, nnd so weiter bis zu q^^ so sind alle 
die Quotienten qi^ q^^ q^^ — ^m der Reihe nach den Quotienten qi, qa, q^, ••• 
••• flm gMch. 

Geht V^^i = v^v^Vz .... v^v^^i nicht mehr in z auf, so gehen, ge- 
mäfs (§.15. I.}, auch F^^j, F„^3, .... V„ nicht in z auf, und dann gilt fttr 
die mit F^^i, F^^2, •••• ^n correspondirenden Quotienten y«+i, y^^j, ••• 
... y„ und q^+i, q,n+a9 •••• ^In wieder das, was sich in (JET.) fand, nemlich, 
dals alle q um 1 gröfser sind, als die correspondirenden q. 

Dieses zusammengenommen ist, was (III. </.} behauptet 

Anm. Der Beweis von (I. u. IL) des Lehrsatzes, von (A. bis F.), 
beruht insbesondere auf dem Umstände, dafs, wie es die Rechnung mit HQlfe 
von (§«9') ergiebig die Summen der in (47. u. 48.) mit qnU und q„t< durch 
-|- und — verbundenen Glieder nicht kleiner als Null und nicht gröfser als 
u — 1 sein können. Der Beweis von (IIL) des Lehrsatzes, von (G. bis /.), 
nimmt (§.9. u. 15) «u Hälfe und beruht n&chstdem darauf, dafs das, was 
ffir tiss F„ gilt, auofa fQr F„ gelten mufs ; wo m jede Zahl von 1 bis n 
sein kann. 

CnU«*« Journal t d. M. Bd. XXVil. Hea I. 9 
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§. 18. 
Lehrsati. 

Wemm ii, s.« ij« .... i. ieBetige pmUive oder ne^mthre ßmmze Zmk-- 
Im Mmd, wmd er wf 

1 • Ij Zj -— Xj . . . . — Ä,«_t = Jl, ^ 

oäer mmek^ iu üe x sovtokl paritiv als negmüp sollem moi könmem, 

2. li — z.— Zj .... «^-f*. = 0^ 
M §ekt Jede gamze ZmUj welche Gemeintäeiler alter x He am f eines isi, 
mmek noch im dieses eine amf umd ist fbl§Bek «m GeammtAeiter alter. 

Beweis. Einer der Gemeinthdler z. B. toh Zg. s.« s,« s^^ sei 

fie guue ZiU « uid es sei 

•»- — — •'^t^ — — ^z^ — — "^^ —^ — "^»-1? — — •P«^ 

SO 5ud mack der Voramssetzmm^ tri, ar,« arj, ar,,^ siauBifidi §mmz€ 

Dividirt aua bu die Glddiui; (1.) wlX tr, so effiebt sidi 



« « « • m ■ 

ifeo. weaa (^3.) m (\^ sakstiiairt ^nrd. 

5. iTi — «•; — iTj — — «p»-! = •**■ = —• 

JkWr IT . «r., IT, ar.., sind siaBlBdi fmm*€ ZaUea, osi die 

TerkndsBf £au«r positiTer oder negatirer Zahle« darck ZasMUMBUklai ist 
rfceafrfr eiae fMie ZaU. Abo ist renaöse (&.) aothweadif aack «*,= ^ 
ciae ^Ms^ ZaU, aad folefidi geht aolhweadlf der GeMmtheaer « dier s, 
he aaf das «ae £.. aach ia dieses eiae aaf (§ 14. mo. nd isl folgfich ein 
Geaeiadwaer tMer s. 

§. 19. 

Lehrsatz. 

Ytm swei htSeUfm ttmkmnm oder umt ke i » t r*m , mmfttiekem ßgmsem 
ZaUem *ti i. die grifsere. s. die kleimere, Mmm diridire %t dbrvji x, 
umd mdume dem echtem pteitirem ader meßmtirem Reet r, 
Wertk seieka^inei «b« <ac mT. «der mteä dem «mhedim^t echtem 
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den kleinsten Rest. Hierauf dividire man die kleinere Zahl z^ durch 
den Rest t^ und nehme wieder beliebig den echten positiven oder 
negativen oder den kleinsten Rest r^, dessen Werth zeichenfrei 
also <:ri ist. Man dividire Fj durch Fj auf gleiche Weise und nehme 
den Rest t^, der <Ct2 ist. Man dividire Fj durch v^ auf gleiche Weise 
und nehme den Rest r« , der <C Fj ist. Fährt man so immer weiter fort, 
so ergiebt sich Folgendes. 

I. Zuletzt kommt man immer nothwendig auf einen Rest f„, 
welcher Null ist. 

IL Der vorletzte Rest r„_i ist immer der gröfste Gemein^ 
t he Her von Z| und z,, so wie von z, und Fi, und von allen aufeman- 
der folgenden Paaren von Resten; desgleichen von der Gesammt^ 

heit der Zahlen Zi, Zo, Fi, f,, F3, f„.x, nicht aber nothwendig von 

zweien oder mehreren unter ihnen ^ die nicht unmittelbar auf einander 
folgen. Diese können auch gröfsere Gemeintheiler liaben. 

III. Ist der vorletzte Rest f^^i gleich ], so sind die zwei Zah- 
len Z| und Z2, desgleichen z, und der erste Rest Fi, so wie auch alle 
je zwei auf eituinder folgenden Reste nothwendig theilerfremd; des- 

gleic/ien ist dann die Gesammtheit der Zahlen Zj, Zj, Fi, f,, f„_i 

gemeintheilerfremdf nicht aber sind nothwendig zwei oder mehrere 
dieser Zahlen, die nicht unmittelbar au/ einander folgen, theilerfremd. 

IV. Sind umgekehrt die beiden Zahlen %i und z, theilerfremd, 
so ist der vorletzte Rest f.^i nothwendig gleich 1; und auch z, und 
der erste Rest Fi, sammt allen Paaren aufeinander folgender Reste, 

jedoch nicht nothwendig die nic/U unmittelbar" auf einander folgenden j 
sind theilerfremd. Gemeintheiler fremd aber ist die Gesammtheit 
der Zahlen Z|, z,, r,, Fj, .... f^^i- 

V. Sind die beiden Zahlen z. und z, f heilerverwandt, und 
man dividirt sie, so wie alle Reste f^ mit ihrem gröfsten Gemein- 
theiler, der nach (II.) der vorletzte Rest f„_, ist, welcher in sie 
allein aufgeht , so gilt von den Quotienten derselben, was in dem Falle 
(IV.) von den Zahlen Zi, z,^ f,, f,, f„«i selbst gilt. 

Beweis I. A. Die veFSchiedenen in dem Satz beschriebenen Di- 
visionen werden durch 

9» 
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«1 = ®rg±r^y 



1. 



r^y = ®r^2±r^M 

ansgedrücto^ wo die r die zeichenfreim ZaUenwertke der Aeffo besddi- 
Ben, filr welche dann nach Belieben die Zeidien -j- oder — gelten können. 

B. Die z^ckemfrnem Zahlenwerthe, welche die r ausdrädien, sind, 
9elbsl dann, wenn man nicht die rnnbedm^t eckten Reste mninit, jedenfalls 
kleiner als die ngehörigen Divisoren, da die r jedenfalls eckte Reste sein 
sollen: das heifst: es ist, den zeichenfreten ZahlenwerAen nach, 
2. ri<za, ri<n, ra<rt, r4<r,, 

C Die zeichenfreien Zahlenwerthe von Ti, r,, r», .... nehmen daher 
Bothwendig immer fort ab; keiner kann grofser als der vorhergehende, oder 
anch nur ihm gldch sein , sondern nur kinner; also wenigstens um 1. Darans 
folgt, daüs man soletal nothwendig auf einen Rest r. kommen muls, der Nuü isL 
Denn wie klein auch schon der seichenfreie Zahlenwerth eines r sein mag: 
es kann, wenn dieser Werlh noch nicht Null sein sollte, durch fortgesetate 
Division ein noch kleineres r hervorgebracht werden; so lange, bis die Grenze 
der Kleinheit erreicht ist. Dieses ist was (I.) behauptet. 

Beweis von II. D. Da zufolge (I.) der letzte Rest r, mumt noth- 
wendig Null ist, so redncirt sich die letzte der Gleichungen (I.) imuner auf 

3. r.^ = ®r_., 
welches ausdrückt, dafs r^., ein Vielfaches von r^, , nemlich das ® fache 
von r,_, ist und daCs also r,«i in r^«» aufgeht Also ist r^.i ein Gemein^ 
iheiler von r^«, und r,^a, und zwar d» gröfste Gemeintheiler, da in r««, 
keine gröfsere Zahl aufgehen kann^ als sie selbst. 

E. Hieraus folgt, vermöge der vorletzten Gleichung in (1.) und ver- 
möge ^§. I8.3, dafs r„.i auch in r.., aufgehen mufs. Denn da es in den 
beiden ganzen Zahlen r^i und r..^ aufgeht, so muls es vermöge jener vor* 

letzten Gleidiung 

4. r,«3 = ®r^.a-f r,^i 
zufolge ($. 18.) auch in die ganze Zahl r,,^ aufgehen. Also ist r..| auch 
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ein Gemeiniheiler von r^a und r^.,, und zwar der gröfste; denn hätten 
r,«3 und r,_2 einen gröfsern Gemeiniheiler als r,_i, so müfste derselbe, ver- 
möge derselben Gleichung (4.) zufolge C§- ^8.) auch in r^i aufgehen; was 
nicht möglich ist, da keine Zahl in eine kleinere aufgeht. 

F. Daraus, dafs r^i der gröfste GemeinfAeiler von r„_9 und r^.^ 
ist 9 folgt weiter, vermöge der vorvorletzlen Gleichung (1.')^ nemlich aus 

6. r,^ = @r,.3+r^a 
und aus (§. 18.), dafs r^^t auch in r,,^ aufgehen und also, eben so wie von 
r„«a und r^3, auch von r^, und r„«4 ein Gemeintheiler sein mufs, und 
zwar wiederum der gröfste; denn hätte r„_5 und r„^ einen gröfseren Gemein- 
theiler als r„_t, so müfste derselbe vermöge der nemlichen Gleichung (^6.) 
und (§.18.) auch in r„_i aufgehen; also hätten r^, und r^^ einen gröfsern 
Gemeintheiler als r„.i; was nach (E.^ nicht der Fall isL 

G. Auf ganz gleiche Weise folgt aus den weiter vorhergehenden 
Gleichungen in (1.), dafs r^^t auch der gröfste Gemeintheiler von r«_4 und 
r„.8, von r„_5 und r„-^ u. s. w. und zuletzt von n und r^ ist. Sodann folgt 
aus der zweiten der Gleichungen (1.), und immer aus gleichen Gründen, dafs 
r^i auch der gröfste Gemeintheiler von z^ und r^ ist, und ans der ersten 
der Gleichungen (1.), dafs r^.| nicht minder der gröfste Gemeintheiler von 
«I und Zx isL 

Der vorletzte Rest r^i ist also immer ^ unter allen Umständen, der 
gröfste Gemeintheiler von z^ und ;r2, so wie von z^ und Ti, von r^ und r« 
von Ta und T), und überhaupt von jedem Paare unmittelbar aufeinander 
folgender Reste. 

H. Daraus folgt ferner, dafs r„., in aUen den Zahlen z^^ t^, r^, 
r2, •••• r^^i zugleich aufgeht, und dafs es also ein Gemmitheiler derselben, 
und zwar der gröfste ist, da in der letzten dieser Zahlen r„_i keine gröfsere 
Zahl aufgehen kann, als sie selbst. 

Es kann aber allerdings gröfsere Theiler als r^«, geben, die in zwei 
oder mehrere nicht unmittelbar auf einander folgende Reste aufgehen. Denn 
wenn es auch keinen gröfsern Theiler als r„^i giebt, der z. B. in r^ und 
r^ zugleich aufgeht, so kann es doch einen gröfsern Gemeintheiler von r^ und 
®mal r^ geben, welcher, der Gleichung r2 = @r5-ff4 gemäfs, zugleich in 
ri aufgeht u. s. w. 

Dieses zusammen ist was (II.) behauptet 
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Beweis von III. /• Da nach (II.) der vorletzte Rest r«.| der 
gröfste Gemeintheiler von Zj und z^^ von Zi und r^^ von Ti und r, und weiter 
von allen Paaren unmittelbar auf einander folgender Reste ist, so folgt, daß, 
in dem Fall wenn r„.t = 1 ist, alle die genannten Zahlenpaare mit keiner 
gröfsern Zahl als 1 aufgehen und mithin theiterfremd sind. Auch hat jetzt die 
Gesammtheit der Zahlen ^m ^ ^ Ti, Ts, . • • • r«.! keinen gröfsern Gem^nthriler 
als 1, und ist folglich ßetneinlAeilerfremd. Nicht aber sind nothwendig nicht 
unmittelbar auf einander folgende von jenen Zahlen theilerfremd ; aus dem- 
selben Grunde wie in (0). Dieses ist was (III.) behauptet. 

Beweis von IV. K. Sind Zi und Ss theilerfremd, so sind es ver- 
möge der ersten Gleichung in (1.) auch Zj und r^; denn hStten z, und Ti 
einen gröfsern Gemeintheiler als 1, so müfsle derselbe zufolge (§. 18.) 
auch in Zi aufgehen, und folglich hätten dann z. und Zi einen gröfsern Ge- 
meintheiler als I ; der Voraussetzung entgegen. 

L. Daraus, dafs hier z^ und r^ nothwendig theilerfremd sind, folgt 
weiter, vermöge der zweiten der Gleichungen (2.), ganz auf dieselbe Weise 
wie in (-K.)? ^^^^ auch nothwendig r^ und r. theilerfremd sind. Hieraus 
folgt, vermöge der dritten Gleichung (1.), wieder auf dieselbe Weise, dafs 
auch Tj und r, theilerfremd sind; und so weiter fort, bis zu r^^j und r„_|. 

M. Es folgt also zunächst, dafs, wenn z^ und z, theilerfremd sind, 
das Gleiche auch mit allen den Zahlenpaaren z^ und r^, r^ und r.^, r, und r^ 
bis zu r^_, und r,_i der Fall ist. 

iV. Nun ist aber, was auch r,_i sein mag, nach (II.) r„«i imtner 
der gröfste Gemeintheiler von z^ und z^: in dem gegenwärtigen Falle, wo 
Zi und Zi thmlerfretnd sein sollen, haben sie keinen gröfsern Gemeintheiler 
als 1: also ist in diesem Fall auch nothwendig r^^i= I. 

Diesem behauptet der Lehrsatz in (IV.). Das Übrige von (IV.) folgt 
ähnlich wie für (HD- 
Beweis von V. 0. Di^idirt man z^ und Zi mit ihrem gröfsten Ge- 
meintheiler r„.i, der zufolge (II.) zugleich der gröfste Gemeintheiler aller der 
Zahlenpaare z^ und r,, r^ und r^, Tj und r^ bis zu r„«, und r,^i ist und 
folglich in sie alle aufgeht, so haben alle die Zahlen nun keinen Gemein- 
theiler mehr; folgüch sind alle die Quotienten paarweise theilerfremd. und mit- 
hin in demselben Falle, wie wenn C| und z. theilerfremd wären. Also gilt 
von diesen Quotienten Dasselbe, was in dem Falle (IV.) von den Zahlen 
Si, «,, r^, n, .... r^i selbst gilt. Dieses behauptet (V.). 



2. EneyUapädie der Zmhlenthwrie. $. i9. Form. 7-9. 71 

Anm. 1. Die Beweise der verschiedenen Theile des Lehrsatzes be- 
ruhen insbesondere darauf, dafs, wenn zivm Zahlen in einer Gleichung mit 
dr^ Gliedern einen Theiler gemein haben, derselbe nach (§. 18.) auch in 
die dritte Zahl aufgehen mufs. 

Anm. 2. Wenn man den gröfsten Gemeintheiler r„^i Weier gege- 
benen Zahlen Zi und Z2 nach dem Lehrsatze ausrechnen will, so wird man 
wohl thun, nicht sowohl immer die echten positiven, oder immer die echten 
negativen Reste zu nehmen, sondern vielmehr immer die unbedingt echten 
oder kleinsten Reste. Denn da von jenen nach (§. 9. IL) die zeichenfreien 
Zahlenwerthe nur nothwendig kleiner als der ganze Divisor, von den tin* 
bedingt echten Resten dagegen die zeichenfreien Zahlenwerthe nach (§. 9. IV.) 
nothwendig kleiner als die Hälfte des Divisors sind, so werden die Reste 
der verschiedenen Divisionen, wenn man die kleinsten Reste nimmt, schneller 
abnehmen und man wird also damit eher zum Ziele gelangen. 

Es sei z. B. Zi = 90V2 und ^2 = 6459, so ist die Rechnung nach den 
drei verschiedenen Arten folgende: 

/90i2 = 1.6459-J-2553 
6459 = 2.2553 + 1353 / 9012 = 2.6459 — 3906 

•2553 = 1.1353+1200 I 6459 = 2.3906—1353 



11353 — 1.1200+ 


153 


13906 = 3. 


1353— 153 


_ ^1200 — 7. 153-r 
* \ 153 — 1. 129 + 


129 


8, / 1353 = 9. 


153— 24 


24 


\ 153 = 7. 


24- 15 


J 129 — 5. 24 + 


9 


J 24 — 2. 


15— 6 


1 24—2. 9 + 


6 


f 15 = 3. 


6- 3 


( 9— 1. 6 + 


3 


l 6 — 2. 


3- 


\ 6 = 2. 3 + 











9012 — 


1.6459+2553 






6459 = 


3.2553 — 1200 






2553 — 


2.1200+ 153 




9. / 


1200 = 


8. 153— 24 






153 — 


6. 24+ 9 






24 = 


3. 9— 3 






9 = 


3. 3+ 




In (7.) sind durchweg die positiven echten Reste, in (8.) die nejfativeti 


JUeu Reste und in (9.) die 


unbedxngi 


( echten Reste genommen. Die letzte 
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Rechnung ist, wie sich zeigt, die kürzeste. Der ßröfsie Gemeintheiler von 
Zi und z^ und von allen Resten ri, ri, r,, . . . . r..|, so wie aller Paare 
unmittelbar auf einander folgender Reste ist hier r„^i ==3. Aber 3 ist nicht 
der gröfste Gemeintheiler nicht unmittelbar auf einander folgender Reste. 
Z. B. die beiden Reste 1200 und 24 in (7. und 9.) haben nicht blofs 3 son- 
dern 24 zum gröfsten Gemeintheiler. 

§. 20. 
Lehrsatz. 

I. Wenn eine ganze Zahl u zu jeder der beiden beliebigen gan^ 
zen Zahlen z,, Zj theilerfremd ist, so ist sie es auch zu ihrem Pro-^ 
ducte Z1Z2; gleichviel ob z, und z, ungleich oder einander gleich, 
theilerverwandt oder theilerfremd sind. 

II. Wenn eine untheilbare oder Stammzahl p in keine der bei-- 
den ganzen Zahlen z, und z^ aufgeht, so geht sie auch in ihr Product 
Z1Z2 nicht auf, gleichviel, wie vorhin, was z^ und z^ sein mögen. 

Beispiele. No.i. DieZi^il 11 ==8 ist zu jeder der Zahlen 2^ = 15 
und 22=21 theilerfremd: zu dem Product «i^s^ = 15.21 = 315 ist sie es 
gleichfalls. 

No. 2. Die untheilbare Zahl 11 gehl in keine der beiden Zahlen Zi 
= 24 und ;S2 = 81 auf; und in ihr Product ZiX^ = 24.81 = 1944 eben- 
falls nicht. 

Beweis von L A. Die Zahl u kann weder gleich «1 noch gleich 
Zt sein 9 denn sonst wäre sie zu Zi oder zu Z2 nicht theilerfremd. Sie kann 
also nur kleiner oder gröfser sein, als die eine oder die andere der beiden 
Zahlen Zi und z^^ z. B. als «x • 

B. Je nachdem u kleiner oder gröfser ist als «i, setze man: 

«i = ©ti±r,, { tt=©«i + pi, 

ti = ®ri±r2, i «i = ®Pi±p», 

r,=^ ®r^±r^, 1 (>, = ©(>2±P3, 

r2 = @r3±r,, ^^^^ ^^ ) 9r = &9^±9.. 



r„^ = @r,.3 + r„^2, j Pn-4 = ®Pi,-3±P.-l, 
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wo die r und die q sämmtlich entweder positive, oder nejfotive, oder nn- 
bedingt echte Reste beseichnen, jedenfalls aber echte Reste. 

C. Zufolge ($. 19. I. und lY.) ist bier notbwendig, da t| und u thej- 
lerfremd vorausgesetzt werden, nfichst 

3. r^ == und (»„ = 0, auch 

4. r,^i = ±1 und p^.i ==±15 

so dafs sich die beiden lete/^n Gleichungen in (1. u. 2.) auf 

rednciren. 

I). Nun multiplicire man die sfimmllichen Gleichungen (]1. and 2.), 
zugleich auf (5. und 6.) Rücksicht nehmend, mit «i, so erhfilt man 

Tj«, = ®r,«, + r,«,, 1 p,*, = 0(>,«i±(»,*,, 



'r^-4«2 = @^n-S«2±n-2«21 i 91.-4 «2 = ® P«-J «2 ± P,i-2 «1 ^ 

r,.3«2 = @»'»-2«2±«2 1 Pn-3«i = ®Pn-2«2±«2* 

r»-a«2 = @«2; l Pn-2«2 = ®5a. 

£\ Hatten nun in dem Falle Zi^u, auf welchen sich die Gleichun- 
gen (7.) beziehen, u und das Product z^z^ einen Gemeintheiler il>>l, so 
mOfste derselbe vermöge der ersten der Gleichungen (7.), nach (§. 18.), auch 
in TiSr, aufyehen, also in tidr, und r^z^ zugleich, mithin vermöge der zweiten 
Gleichung (7.), nach ($.18.), auch in r^sr^, folgUch in riZi und r^z^ zu^ 
gleich, folglich auch vermöge der dritten Gleichung (7.), nach (§. 18.), auch 
in Tj^ai und so weiter;, folglich zuletzt vermöge der vorletzten der Gleichungen 
(7.) auch in «29 mithin in u und z^ zugleich, was der Voraussetzung ent- 
gegen ist, also kann ein Gemeintheiler von u und ZiZ^^ z. B. it, ntcAf gröfiier 
sein als 1. 

F. Hatten in dem Falle Zi<:u, aufweichen sich die Gleichungen (8.) 
beziehen, u und das Product z^Z2 einen Gemeintheiler z>\^ so mOfste 
derselbe vermöge der ersten der Gleichungen (8.), nach (§. 18), auch In 
9i^2 aufgehen, also in z^z^ und if^z^ zugleich, mithin vermöge der zweiten 
Gleichung (8.), nach (§. 18.)9 auch in ^2^^ und folglich in piZ2 und 9,2:, zu^ 

Cr«Ue*t Joarnal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 1. IQ 
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gleich y folglich auch vermöge der driften Gleichung (8.), nach (§. 18.}, in 
QiZ2^ und so weiter; folglich zuletzt vermöge der vorietzten der Gleichungen 
(S.^ auch in sr,, und mithin in u und z^ zugleich; was wieder der Voraus- 
setzung entgegen ist, so dafs auch hier ein Gemeintheiler l von u und ZiZi 
nicht gröfser als 1 sein kann. 

G. Es können ako in keinem Fall u und das Product z^z^ einen 
Th^ler A>>1 gemein haben, insofern u und sr, einen solchen Gemeintheiler 
nicht haben oder theilerfrernd sind. Dafs u und Zi theilerfremd sind ist in 
{C.^ bedungen worden, weil ohne das nicht nothwendig die vorletzten Reste 
r^i und (»„., gleich 1 sein und folglich von den Gleichungen (7. und 8.} die 
vorletzten nicht Statt finden wfirden. Also folgt, dafs n, in der Voraus-^ 
Setzung f es sei sowohl zu z^ als zu sr, th^lerfremdj auch nothwendig zu dem 
Product z^z^ von Zi und z^ theilerfremd sein mufs. 

Beweis von IL U. Eine vntheilbare Zahl /i hat keinen andern Thei- 
ler >> I als eich selbst. Sie ist daher zu z^ und z^ immer theilerfremd, wenn 
sie nicht etwa selbst in z^ oder z^ auf gehl. Also folgt aus Q.}, dafs die 
untheilbare Zahl p^ wenn sie nicht selbst in z^ oder in z^ aufgeht, auch in 
das Product z^z^ von z^ und z^ nicht aufgehen kann; wie es (II.) behauptet. 

/. Übrigens Ändert sich an dem Beweise offenbar nichts, es mögen 
Zi^ und Z2 einander gleich oder ungleich, zu einander theilerverwandt oder 
theilerfremd sein; dem Lehrsatz gemftfs. 

Anm. Der Beweis beruht zunächst auf dem Umstände, dafs zufolge 
(^§. 19.) die Gleichungen (4.) nur dann nothwenuig Statt finden, wenn u 
und C| und z. theilerfremd sind; aufserdem auf dem Lehrsatz C§* ^®0* 

(Die Fortsetzung ibigt) 
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2. 

Theoremes sur ics formes cubiques et Solution d^une 
eqiiation du quatrieme degre ä quatre indeterminees. 

(Par Mr. G. Eisensfein a Berlin.) 



^e veux enoncer dans cette note un theoreme fort singxdier sur les formes 
cubiques qui etablit nne liaison tres remarquable entre la theorie de ces for- 
mes et Celle de la multiplication des formes qnadratiques. 
Je nomme forme cubique loute expression teile que 
1. ax^'\- 3 b x'-y-Y'i c ^y^-f dy^^ 
oii a, b, c, d sont des nombres entiers donnes et x, y des Indeterminees. 
En formant Tensemble de toutes les expressions seroblables dans lesquelles 
cette forme so change par Papplication de toutes les subslitutions de la forme 

2. X =^ ax'+ßy', y = yar'-f cJ/ 
les entiers a, /9, y, S etant tels que 

3 ad-ßy = 1, 
nons aurons ce que je nomme classe de formes cubiques equi valentes ^ ou 
classe cubique. 

Gbaque forme cubique a pour correspondante une forme quadratique 
4. Äx^-'iBxy^Cy'' = F = (^,Ä,C) 
dont les co&fficients sont lies avec ceux de la forme cubique par les equations 
tres simples 

5. A = V — ac, 2B = bc — ad, C = c' — bd, 
et si Ton applique tant a la forme cubique qu'a la forme quadratique une Sub- 
stitution quelconque (2.), la mdme liaison existera entre les coSfficienls des 
deux nouYdlles formes que Ton obtiendra par cette double transformation, en- 
sorte qu^a une classe enliere de formes cubiques correspondra toujours une 
dasse complete de formes quadratiques , et que toutes les classes cubiques 
se distribueront sur diverses classes quadratiques: propriete remarquable qui 
Jette nn nouveau jour sur la nature des formes cubiques. 

Comme ces pr^liminaires suCGront pour me faire comprendre, voici le 
theoreme qui suit. 

10» 
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,,Soit D un d^terminant quelconque, mais sans dimseur carri. Distin- 
gaons parmi les dasses du genre principal ceox qni, par leur friplieation 
prodnisenl la classe principalef je dis que pour ces classes il e^datera too^ 
Jonra une classe cnbique qoi leur correspondra, et que pour chacune d^ellea 
il n^eii existera qu^une seule, tandis qn^aucune classe cnbiqiie ne coirespondra 
au reste des classes quadratiqaes, ni dans le genre principal, ni dans tous lea 
autres genres."' 

II en est differemment si le determinant a un diviseur carre. 

La theorie generale de la distribution des classes cubiques sur les classes 
quadratiques depend de la consideration des classes qui en geniral produisent 
par leur triplication une classe quadratique quelconque donnee K de Tordre 
primitif, mais laquelle peut ötre produite par la triplication. On pourrait de- 
signer ces classes par le Symbole ^Kf alors si le determinant est regulier, 
ce Symbole aura une significalion reelle et une seule slgnification pour chaqne 
classe K, quand le nombre total des classes (proprement primitives} n'est paa 
divisible par trois^ *} mais quand ce nombre est un multiple de fr(ns, il y aura 
un tiers parmi les classes K pour lequel Texpression ^K a une valeur reelle 
et triple, tandis que pour les autres classes le Symbole ^K n'a point de 
signification reelle. 

Le theoreme precedent est intimement li^ avec la proposition suiyante. 

La lettre D ayant la m6me signification corome ci-dessus, Tiquation 
indeterminee a quatre variables: 

6. x\xl — 3xlxl'\'4'X^xl'\'ix^xl — 6x^x^x^x^ = 4-D 
a la propriete, qu'on peut deduire par une formale -generale une infinit^ de 
Solutions d'une seule formule que Ton suppose connue. En effet, seit donnie 
une Solution de cette ^quation par le Systeme: 

on aura generalement 



*) Mr. Lejetme Dlrichlei a designe le premier ce nombre remarqutble par an 
procedö fort ingenieox. Voyez „Recherches sur diverses applications etc. Vol. 19 «121 
de ce Journal." 
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Im enliers a^ ß^ y eUmt tels que 

9. ad—ßy = 1. 
De cetle maniere la totoHlS des solutioiui de T^quation proposie pourra ton- 
jours £tre distribuie dans un nombre de gronpes distinds, en eomprenant dans 
an m£me groape demc; soIutions qü se dedoisent Tiuie de Taiitre par les equa- 
tiont (ß.y Le nombpt de ces grouptB est exactement celoi qoi disigne le 
nombre des classes quadratiqaes ponr le diterminant ZI qui, par leur triplication 
prodoisent la classe principale, nombre qni pour un diterminant rignlier est 
ou traU on VuniUy selon qne le nombre total des classes est on n'est pas 
divisible par ttüU, mnls (pii pent Mre assez consid^rable pour un diterminant 
irrigulier. 

Yoici encore an autre theoreme sur expression des nombres par des 
formes cubiqoes que j'af tire de la möme source, et qoi n'est pas moins Elegant. 

,,Soit 

10. aa^'\rUx'y'\-:\cxy''\^df = f 
une forme cubique donnee, pour laquelle bc — ad est un nombre ptur; seit 
de plus 

b^^ae^A, Äc — arf=2fi, c^-Arf = C, B'-AC = D. 
Cela pose, si nous designons par 

11, N, N', N'\ ZV''', etc. 

la Serie de tous les nombres differents et premiers avec 2 JD qui peuvent ötre 
representes par la forme quadratique 

12. {A, B, C) = Ax^-i^^Exy^Cf, 

de maniere que les valeurs des Indeterminees soient premieres entre alles : je 
dis que tous les nombres premiers ä '2D, exprimables par la fbrme cu-- 
bique f et par des valeurs des indeterminees premieres entre elles, seront 
donn^s par les valeurs de V qui se trouvent parmi les Solutions des equa- 
tions suivantes: 

13. Ü'-DV' = N\ U'-DV = N'\ etc. etc. 
17 et F etant des nombres premiers entre eux.'' 

On Terra par cet abrege, que la nouvelle theorie, dont je viens de 
donner quelques resultats est succeptible ä beaucoup de developpemenls , et 
quelle se recommande a Tattention des g^ometres. 

Peut ötre communiquerai je plus tard la theorie complete que j'ai formee 
de cette parüe tout-a-fait nouvelle de la theorie des nombres. 
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Je profite de cette occasion ponr donner quelques formnies nouvelles 
sur les fonctions elliptiques, mais qui oe sont que des cas bien particnliers 
d*nne equation tres- generale. Les voici. On a 



j (i-R*)x 



R* 



j, (1-Jt«)j 



R* 



R* — etc. in inf. 

Seit tn an nombre impair et q une racine primitive de requation 

Z«» == 1, 
on aora 

= — , fraction continne et finie. 









e- 



p"~* — etc. 






En posant 

J i/(I— *»3iii»v) ' ./ •(!-*'» sin» <y)' 



H- 



Ä' 



on aura 
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P» 



i-p^ 



P* 



P' 



1-P* 



'' p* — in inf. > 



*P 



i+p*- 



P(i+P*y 






Hp' 



p*(i-p*r 



l-|.^io_ etc. 

Je n'entre pas dans d'autres details sor ces resnltats, en esperant qae 
j'anrai Poccasion d'offrir aox geometres la theorie entiere assez ötendue qai 
alors contiendra lenr d^monstration. 

Berlin en D^cembre 1843. 
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4- 

Über die Anzahl der quadratischen Formen , welche 
in der Theorie der complexen Zahlen zu einer reellen 

Determinante gehören. 

( Von Hm. 6. EiseHsteinj SiucL su Berlio.) 



Oer berflhmte Verfasser des Beweises Aber die unbegrenzte aritbmetiscbe 
Progression ist durch seine vortreßlichen Untersuchungen über dieAnuhi der 
quadratischen Formen in der gewöhnlichen reellen Theorie sowohl, als in der 
Theorie der complexen Zahlen von der Form a-f^y~^i neben der yoU* 
ständigen Lösung des Problems selbst, auch noch auf die Entdeckung eines 
Satzes gefOhrt worden, welcher ohne Zweifel wegen seiner Einfiadiheit und 
Eleganz zu den schönsten Wahrheiten der hohem Arithmetik gerechnet wer- 
den kann» 

Dieser grofse Zahlentheoretiker findet nfimlich, dafs\,die Anzahl der 
quadratischen Formen für eine reelle Determinante D in der Theorie der aus 
vierten Wurzek der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen gleich ist 
dem Pröduct der beiden Anzahlen quadratischer Formen in der reellen Theorie 
für die beiden Determinanten -{-D und — D^ wenn die unbestimmte Gleichung 
P — Z>ti^=: — 1 in ganzen reellen Zahlen lösbar ist; oder aber gleich der 
Hfilfle jenes Productes im entgegengesetzten Falle/' 

Da ich einen analogen Satz in der Theorie der aus dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzten Zahlen vermuthete, so stellte ich die ent- 
sprechende Untersuchung für diese complexen Zahlen an und wurde zu dem 
folgenden Resultate geführt. 

^Jn der Theorie der aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt 
ten Zahlen ist die Formen -Anzahl für eine reelle Determinante D immer 
gleich dem halben Producte der Formen -Anzahlen für die beiden Determi- 
nanten D und — 6D XU der reellen Theorie." 

Berlin im December 1843. 



S. Eisenstein^ uUgem. Auflösung der Gleichungen von den ersten 4 Graden. 81 

Allgemeine Auflösung der Gleichungen von den 

ersten vier Graden. 

(Von Hrn. Stud. G. Eisetistem zu BerUn.) 



Oei der Auflösung der hohem Gleichungen begnflgte man sich gewöhnlich, 
wie es scheint, mit dem Nachweis ihrer Möglichkeit, indem man sich von der 
wirklichen Darstellung der Endresultate durch die grofse WeitlAufigkeit der 
Rechnung abschrecken üefs. Ich gebe hier diese Endresultate für die ersten 
vier Grade vollständig entwickelt; und zwar nehme ich die Gleichungen ganz 
allgemein an, da jede Beschränkung der Coöfficienten, wie z. B., dafs der 
erste Coöfficient der Einheit, oder dafs der zweite der Null gleich sein soll, 
nur eine Beeinträchtigung der Eleganz und des wahren Characters der Re- 
snltate herbeiführt 

L Die Gleichung vom ersten Grade adp-f6 = giebt x=^ . 

II. Fflr die Auflösung der Gleichungen vom 2ten, 3ten und 4ten Grade 
waSs man zwei neue Functionen 9(1) und ^^(1) einfahren, die respective 
durch die Gleichungen 9^ = it, xfi^^X bestimmt werden. Die Function ^{l) 
hat fOr jedes % zwei Werthe ±9^(1)9 während die andere tffil) drei Werthe 
annimmt, die sich durch einen derselben auf folgende Weise ausdrflcken lassen: 

wo if den Ausdruck i(— t+y(— 3) vorstellt. 

Bezeichnet man nun noch der Kflrze halber durch Ap B^ C, D, B, F 
die nachstehenden homogenen ganzen Functionen: 
A = h^ — acp 
B = ^abe—a^d—2h\ 
C= ä'iT — 36V+4ac* + 4rf6^ — 6a6i?il, 
D = ae+3c*— 4*rf, 

F = 27a*ir+276V+t8a^c»e'-366ViP-54a'cire— 54a*'c«* 

-lOSaÄciT— 1084^0^^+60*^^*^+54 ac*iP+54*^c'e+l80«*c*ito 
-81ac*e-a»a*+64*^ir + t2a*We*, 

CnU«*« Jonnud f. d. M. Bd. XXVII. Heft 1. 11 
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80 sind die Wurzeln der allgemeinen quadratischen Gleichnng 

III. Für die allgemeine cnbische Gleichung 



findet sich 



4-[~*H- v(«)+ v(/5)], 
4-[-*+p>(«)+pv(/?)]; 



wo 



« = *(ll+ay((7)), /9 = HB-a<p{C)) 

and wo die zusammeiigehörigeii Werthe der beiden Fnncüonen y(o) und ^{ß) 
ToUkommen bestinunt werden durch die Gleichung 

V(a)v(/?) = -4 = V'—ac. 

lY. Die allgemeine biquadratische Gleichung 

«a:*-f 46a:'-}-6ca?'+4rfa?-f-« = 
gfebt 

•j[-*-9Cr)+y(<J)-y(«)], 

y = ii-fla[v(?) + VW], J g _ 9g4y(3F) 

« = i*4-la[(.«v(D+(»V(^)]J »? = 9 • 

Zar BesUmmung der zusanunengehörigen Werthe dienen die beiden Gleichungen 
V(Ov('?) = iA und y(y)y(<^)9'(«) = iÄ 
Die Wurzeln der allgemeinen Gleichung vom 5ten Grade nehmen eine 
ganz Ahnliehe Form an, wenn man aulser den Functionen <p{}.) und ^(it) noch 
eine dritte neue Function xi*-) oinfflhrt, die durch die Gleidiung 



wo 
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/+/ = A •) 

gegeben ist. Auf die sehr merkwardigen Eigenschaften und Umformungen der 
homogenen Ausdrücke, welche in die Auflösungsformeln der algebraisdien 
Gldchungen eingehen, werde ich bei einer andern Gelegenheit zurflckkommen; 
wo man auch ihren Nutzen in der Zahlentheorie wahrnehmen wird. 

Berlin, am 1. Januar 1844. 



♦) Z(A) = A—A* + lo4^ — 15.14^ + 20. 19.18^— ininf. 



»J^O-J'a-Miiif.)). 



11* 
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6. 

Resaltate der Auflösung von drei geometrischen Auf- 
gaben; für Liebhaber des algebraischen Calcul& 

(Von Herni Prof. Dr. Lekmus su Berlb.) 



1. Aufgabe. Im Coordinatenraiune XOY ist ein PnncliB dorch seine 
Coordinaten OA^^a auf OX und AB=b, parallel mit OY, gegeben: die Lage 
der Geraden durch B zu bestimmen, welche zwischen ihren Durchschnitlspuncten 
D,E mit den Richtungen der Achsen OJi^ OKdie bestinmite Länge DE =^c haben. 

Wird AD durch x ausgedrückt, so wird für x = ^{ab^)^ DE=^ 
[ä* -f Ä*J'= h ein Minimum für e im ersten rechtwinkligen Coordinatenraum XO Y, 
und für diesen Werth h von c finden sich noch zwei Werthe von x, nämlich 

X = — fl— J^(a**)±)^(ii'+(a*Ä)*), 
für welche beide c = A in den anliegenden Coordinatenriumen liegL Die 
Aufgabe liefert also drei Resultate, wenn c = A ist 

Für alle übrigen Werthe von e, kleiner oder gröfser als A, bestimmeii 
sich die Werthe für x aus der Formel 

. = 4[_._«±/(3(«'_2^-..+ 2?(t±£!))], 

wenn i(a*+*'-f O durch d\ ahe durch /»% /»'+>'(/»*+<'•) dnwAi" «u»- 
gedrfldct ond, entlud, wenn c<CA ist» 

genommen wird, so dafs in allen diesen Fftllen jedesmal nur zwei Raaullate 
entstehen, für welche c in die beiden anliegenden Coordinatenriume Mit. bt 
aber, zweitens, e^ A, so ist 

a = ±|/(a' — 4rf*.cosH(2ii^+y)) 
zu nehmen, wenn n = — 1 oder =0, oder =-{-1 gesetzt und unter g> der 
Winkel verstanden wird, für weldien 

cosy = i^ — 

ist, 80 dalii in allen diesen FAllen jedesmal vier Lagen für e eintreten: zwei 
im ersten Coordinatenraum, und in jedem der beiden anliegenden Coordinaten- 
riume eine. 



6. LehmuSß Auflösung dreier ge&metriaehen Aufgaben. 85 

2« Aufgabe. In einem gegebenen Dreieck die Lage des Fonctes A 
zu bestimmen, fär welchen die drei Normalen aus A auf die drei Seiten das 
Dreieck in drei gleiche Theile theilen. 

Bezeichnen a, /9, y die drei Winkel des Dreiecks; wird die « gegen- 
überliegende Seite zur Längen - Einheit genommen, die Winkelspitze zu /i 
zum Anfangspuncl O der Coordinaten; bezeichnen x^ y die Coordinaten des 
gesuchten Punctes J/ wird /i— y durch <?, 2-{-cos^/9 durch a, 2-fcos'y durch 
b ausgedrfickt und dann w aus der Gleichung 

ttT^—afrti—Ci+cos'a) sin'(^ tr+Ca-f-i) [ab—^ sin'a sin' J+9 sin^cT]— 8 1 sin'cT= 0, 
femer Paus der Gleichung P' sin' a=|(tr-f ^4"*) 5 dannÄ und C aus den Formehi 

^~*r ~ 6»m*a "^ spsint« J^ ^ — 1[^ gsin«« SPsin^aJ' 

und dann die Werthe von z aus den Gleichungen 

z'-\^Pz'\-B = und 55' — P^ + C = 

entnommen, so hat man 

, , j sin J cot a 4- 3 cos /9 cos y — 6jrcos/Scosy 

* = * + * und y = eErsina-cos^riny] ' 

mid nur diejenigen der sich ergebenden WerUie können der Aufgabe ent- 
sprechen, für welcho A innerhalb des Dreiecks oder in eine der drei Seiten fällt 

Ist /? = y, so genügt 111=1, P=coseca}/|, B = C=0^ Är = 0, 
x=z^ und y = i-[lang/? — sec/3.|/i-]; welche Werthe auch aus einer beson- 
deren unmittelbaren Lösung der Aufgabe viel einfacher hervorgehen. 

3. Aufgabe. Aus den drei Transversalen a, b, c, welche die Win- 
kel 2 et, 2/9, 2/ eines Dreiecks halbiren, diese Winkel unter der Voranssetzung 
in finden, dafs b = e, also auch ß=^y seL 

Es ergiebt sich, wenn n die Werthe — 1, und 1, und 9 den Winkel 
anadrOckt, für welchen cosy = 8g*-27a*« j^j. 

8in/9 = jj- [a+y(4«»+9ft').cosi(2ii^-fy)]. 

Ist a: 6== 1:2, so geht aus der ursprflnglidien Bedingungsgleiehnng sogleich 
5/? = 90<», also /?= \H^ hervor, und die Richtigkeit dieses Resultats ist leicht 
synthetisch nachzuweisen. Die Yermuthung, dafs die Lösung der allgemeinen 
Aufgabe, wenn auch b und c verschieden sind, auf symmetrische Formen fuhren 
müsse, wie die Lösung der ähnlichen Aufgabe: „Aus den drei Transversalen, 
wdehe auf den gegenflberliegenden Seiten normal stehen, oder dieselben halbi- 
ren etc^ ifceigt sich durch die fOr den besonderen Fall erhaltene Formel als richtig. 
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7. 

Aufgaben. 

(Von Uro. SUid. 6. Eisenstein zu Berlüi.) 



1. i^enn n und k zwei bdiebig gegebene ganze Zahlen ^d und 
k<Cn ist» so kann man die Snnune der Reibe 

TT + a+^V ^- (TR^ + *»*•" ^'- = «'C«, *> ') 
immer durch Exponentialfanclionen aosdrflcken. Bezeichnet man nfimlidi durch 
Q eine primitive Wurzel der Gleichung 

so findet sich 

Man verlangt nun alle reellen und imagin&ren Werthe von x, d. h. alle Werthe 
von der Form cs-f-/}y^ — 1, fOr wddie die Function 9 verschwindet Fflr 
den Fall n = 2 ist die Aufgabe schon gelöset. 

2. Durch Hälfe der ffotr/ischen Formdn kann man ebenfidls die 
Summe der Reihe 

in Kreisfimclionen ausdrücken, wenn man nfimlich unter D eme gegebene 
ganze 2Udil und unter (w) das bekannte Leßendreaike Zddien, oder die 
Null versteht, wenn s mit D einen gemeinschafUichen Theiler hat Man sucht 
alle Werthe von x, welche ^ = machen. 

3. Welche Bedingungen müssen erfüllt werden, damit die beiden com- 
plementüren elliptischen Quadranten 

_ P"* dy ^/ _ r^ dtp 

für welche k^-\-k'^=l ist, ein rationales Verhfiltnifs zu einander haben? 
Dieser Fall tritt z.B. bei der Lemniscata ein, für welche k = k' = y(^)^ ako 
K=K' ist. 

4. Wenn D eine positive ganze Zahl von der Form 811 -f- 5 ist: 
welches Criterium läfst sich angeben, um a priori zu entscheiden, ob die 
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Gleichung p^—Dg^=ii in ungeraden Zahlen p und q lösbar ist^ oder nicht, 
oder, was anf dasselbe hinaaskomnit, ob die Anzahl der nneigetUUeh primi* 
tiven Classen quadratischer Formen fOr die Determinante D das Einfache oder 
das Dreifadie beträgt von der Anzahl der eigentlich primitiven Classen fflr 
dieselbe Determinante? 

5. Es ist bekannt die Summe der Reihe 

wo sich das Summenzeichen Aber eine gewisse endliche oder unendliche An- 
zahl von Werthen der ganzen Zahl Ar erstreckt: wie Ififst sich die Summe 
der folgenden Reihe finden 

yß = 'S^if^^^Ak^ ik relative Primzahl zu p)^ 
in welcher Ind. k diejenige Zahl fi bezeichnet, welche ffir eine gegebene Prim- 
zahl p und eine zu dieser gehörige gegebene primitive Congruenzwurzel g 
der Congruenz j^ ^k (mod. p^ genügt, und wo femer q irgend eine Wur- 
zel der Gleichung «^ = 1 vorstellt? 

6. Zu beweisen, dafs es unendlich viele Primzahlen von der Form 
2*'+l giebt. 

7. Wie kann man für eine gegebene ganze Zahl p die Reihe inter- 
poliren, deren allgemeines Glied y—J bt? 

8. Ein Criterium anzugeben, um zu erkennen, ob die Anzahl der 
Classen eigentlich primitiver quadratischer Formen für die Determinante D 
durch 3 thdlbar sei, oder nicht; und wenn der erste Fall stattfindet, diejenigen 
Classen anzugeben, welche fflhig sind, durch die Triplication anderer Classen 
erzeugt zu werden. 

9. Es sei D eine regelmftfsige Determinante, fflr welche jedes Genus 
eine doppelzahlige Form (forma ambigua) enthalt; n sei die Anzahl der eigent- 
lich primitiven Classen für diese Determinante, und /a eine beliebige ungerade 
Zahl Dann sind zwei Ffille möglich: entweder ist fi einTheiler von n, oder 
lüchL Im zweiten Falle hat jede Classc die Eigenschaft, dafs sie durch ^faches 
Zusammensetzen einer andern Classe mit sich selbst, und zwar nur aus einer 
dnzigen, auf diese Art entstehen kann. Ist dagegen ^ ein Theiler von n, so 
giebt es nur — Classen, welche die Eigenschaft haben, durch Yervielfflltigung' 

anderer Classen entstehen zu können. Diese — Classen, deren jede aus .u 
Torschiedenen Classen durch afaches Zusammensetzen entstehen kann, und zu 
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denen immer die Fondamentalclasse mitgehört, zeichnen sich also hierdordi 
vor aUen tlbrigen Classen ans, und ein näheres Eingehen aof ihre spedellen 
Eigenschaften und Beziehungen möchte vielleicht zu nicht uninteressanten Re- 
sultaten fahren. Namentlich scheinen auch diejenigen Classen Aufmerksamkeit 
zu verdienen, welche durch /tfaches Zusammensetzen mit sich selbst die Fun- 
damentalclasse erzeugen, und welche einige Analogie mit den ^ten Wurzeln 
der Einheit haben. 

10. Wenn a und h zwei gegebene rationale Ausdrücke vorstellen: 
die Bedingungen anzugeben, unter welchen zwei andere rationale Ausdrücke 
a und ß gefanden werden können, so dafs 

y(a + y(6)) = a + /3y(6) 
ist. JSaltona/ heifse im Allgemeinen jeder Ausdruck von der Form P'\-qTf—tj 
ffir welchen p und q reell und zugleich rational sind. 

11. Gaufs hat in seiner Kreistheilung gezeigt, dafs für jede Prim- 
zahl n das Polynom 

4(a?^*+a?"-^+ .... +a?+l) = iX 
IKif die Form 

y^^(_l)*(-^)Z% 
gebracht werden kann, wo Y und Z ganze Functionen von x sind. Es 
fragt sich, ob diese Zerlegung nur auf eme Weise, oder ob sie auf mehrere 
Arten und auf wie vfele Arten sie gemacht werden könne. Für n = 3 giebt 
z.B. die Kreistheilung 4(a:'4-dr-{-l)=(2a74-l)^-f-3; es ist aber noch aufser* 
dem 4(a:'+ar4-l) = (a?— l)'+3(«+l)'. Die Beantwortung dieser Frage ist 
von Wichtigkeit für den Beweis des Fermatschen Satzes, von welchem Euler 
und Lefeune Dirichlet specielle Fülle behandelt haben. 
Berlin, im December 1843. 











r - 
t6 







i 



8. Eiaek^iein^ über die cubisehen Formen mit zwei Variabeln. 89 

Uiitersuchungen über die cubischen Formen mit 

zwei Variabeln* 

(Von Herrn Stud. Gotih. Si$en$iein sa Berlin.) 



Erste Abt h eilung. 



$. 1. 

tf eder Ausdruck von der Form 

1. ax^'\^Ux'y'\'icxf'i^df = (a,b,c,d) = /; 

in welchem a, b, c, ä gegebene, x, y unbestimmte ganze Zahlen vorstellen, 

heifst eine cubiscke Farm. 

Bezeichnet man die Co^fficienlenverbindungen 

2* h^-^acp bc—ad, c^-^-bd 
respective durch 

ilf B, C, 

so heifst die quadraüsche Form 

3. Ax'^^Bxy-if-Cf = F 
die determimrende Form der cubischen Form f. Endlich nenne ich die De^ 
terminante der quadratischen Form QF, nftmlich 

4. Ä»- 4 JC =/>♦), 
die Determinante der cubjschen Form f. Diese Determinante kann auf fol- 
gende Art in die Co£fficienten der cubischen Form ausgedrfickt werden: 
5, D =z {bc^ady—^{b^ — ac)(c''-'bd) 

= ä'd^^6b'c''\'*ac'+*db^^6abcd. 
Die Determinante D ist genau diejenige Verbindung, von deren Vorzeichen' 
es abhfingt, ob die Gleichung 

aa?*+3*a?^+3ca?-f rf = 
nur eine oder drei reelle Wurzeln hat. 

Wird €0 der gröfste gemeinschaftliche Theiler von a, b, c, d genannL» 
cii| der von a, 3bf de, d und £2 der von Af B, C, so ist cü\ wie man 
aus den Gleichungen (2.) sieht, immer ein Theiler von i2, wälireni) i2' und 

•) Nach Gßuf9 kX D die Determinante der Form 2Faz2As*'^2jllxy+2Cy\ 
Cf«ne*0 Joaraal f. d. M. Bd.XXVn. Heft 2. 12 
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(X)* wiederum Theiler von D sind. So oft also D keinen biqnadralischen Theiler 
hat, können auch a, b, c, d keinen gemeinschafUichen Theiler haben. 

§. 2. 
Wendet man auf die cubische Form 

/•= ax^'\^'ibx^y\3cxf'\'df 
die Subslilution 

an, und ordnet das Resultat nach den neuen Yariabeln x' und y'^ so erhAlt 
man die neue cubische Form 

/" = a'x'^'\3b'x'^y\-3&xy^\-d'y\ 
deren Coefficienicn a'f b', c\ d' auf folgende Art durch die alten CoSfßcien- 
ten üf b, c, d ausgedrückt werden können: 

+ 3ftaV + ica/ Jf^df, 
xV? -I- * («^ J+2«/?;/) ^cC2ay^-ßf) + df J, 
c' =^ aaß'^bfjryy2aßi)'\-c{Qßy(f-^^^^^ 
{ rf' = aß' + ibß'd + 'icßd'' ^dJ\ 
Die Form f heifst unter der Form f enthalten«, weil jede durch /*' darstell- 
bare Zahl auch durch /* darstellbar ist; aber nicht umgekehrt. 

Die Transformalion (yg) heifst eine eigentliche oder uneigentliche 

Transformalion, je nachdem aj — ßy^ welches durch € bezeichnet sein mag, 
positiv oder negativ ist. 

Die Gleichungen (6.), 

ax''\'ßy' =:= X und yx'-\'^y' =^ y, 
nach X und y aufgclöset, geben 

X ~ j— , y — - . 

Ist daher 

7. ad — ßy = 6 = ±1, 

so hat man zugleich eine Transformation von f in fy nämlich die folgende: 

i ^' ^^^\ 

In diesem Falle enthalten also die beiden Formen f und /" einander gegen- 
seitig und hcifsen aequivalenle cubische Formen; und zwar wird ihre Aequi- 
valenz eine eigentliche oder uneigentliche genannt, je nachdem 
aö — ßy=z-\-{^ oder ad-^ßy =^ —i ist. 
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Es ist nun leicht, foidende Sätze zu beweisen: 
^Wenn die Form f die Form f, und f die f enthält^ so enthüll auch 
die fdierr 

^Wenn f und f\ so wie f und /*'' aequividente Formen sind, so sind 
auch f und /^" aequivalenf' u. s. w. 

Diese Sfitze und ihre Beweise sind durchaus analog den entsprechen- 
den fflr die quadratischen Formen; ich halte mich deshalb nicht bei denselben 
auf, da es mir nur besonders dai^auf ankommt, das den cubischen Formen 
Eigenlbflmliche und Characleristische hervorzuheben. 

„Sind /"und f aequivalent, welches ich so bezeichne: 

f ~ A 

SO sind sowohl die lo ab die a>| fOr beide dieselben."" Dies ergiebt sich aus 
dem blofsen Anblick der Gleichungen (7.) und der ihnen entsprechenden beim 
Übergange von /*' zu f. 

Eine cubische Form bildet mit der Gesammlheit aller ihr aequivalenler 
cubischer Formen eine Clause cubischer Formen. 

Fflr jede Classe aequivalenler cubischer Formen haben co und cüj^ einen 
ganz bestimmten Werth. 

§. 3. 

Lehrsatz. ^Enthalt eine cubische Form f eine zweite f, und geht 

sie durch die Transformation {^y ^) ^ /"Vfiber, so enthält auch die determi- 

nirende Form F der cubischen Form f, die determiuirende Form F' der 
Form f^y und zwar gehl F durch die Transformalion 



(;:;in 



in F^ Aber; und sind die beiden cubischen Formen aequivalent, so sind es 
auch die determinirendcn Formen; und zwar gehen die letzteren durch die- 
selbe Transformation in einander aber; wie die ersteren."" 

Beweis. Wenn man die Coefiicienten der determinirenden Form F\ 

nämlich 

b'^ — a'c', b'c'—a'd',e" — b'd' 

vermittels der Gleichungen (7.) in die Coef&cienten der cubischen Form f, 

nämlich a, b, c, d ausdrückt, so findet man, nach den nöthigen Reductionen. 

b'c''--m'd'===€^2{b''—ac)aß^{be — ad)(a(f^ßy)]^2(c'—bd)r&^^^ 
e'»— *'rf'=«n(*^— ac)/?^-f(*c---Ärf)/9J-|-(c^— 6rf)(r]. 

12» 
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Diese Gleichmigen lassen sieh, wenn A', B', O die Coefficienten von F 
vorstellen, folgendermaafeen schreiben: 

Dieselben Gleichungen findet man aber merkwOrdigerweise ebenfalls, wenn 

man auf die Form 

F =^ Jar^ + Bary + C/ 

die SubslituUon 

10. x = ae.x'^ße.y\ y = y«.ar'+ Jc.y', d.h. ("; Jj) 

anwendet und die Coefficienten der neuen quadratischen Form durch A\ B\ O 
bezeichnet. Also geht in der That die Form F durch die Substitution 

in die Form F* aber. Ist nun speciell « = 1 , sind also f und f eigentUch 
aequivalent, so sind auch F und F' aequivalent und gehen durch die Substitution 

(•; ?) 

in einander Ober. Ist hingegen e = — 1 , so hat man die Transformation 
(l2y* ~^) beim Übergange von F zu F"; und diese kann durch die andere 

(r' I) ^^^*'t werden; folglich sind F und F' mit f und f zugleich un- 
eigentlich aequivalent. 

Bezeichnet man die Determinanten von /"und /*^ nflmlich die Verbindungenr 
n^if — 3Ä^c^-f 4ac' + 4rf*'— 6a6crf und 
Ä'^rf'^— 36'V^4-4ÄV^4-4rf'6'^— 6ii'6Vrf' 
durch D und D\ so hat man, wie sich aus dem obigen Beweise mit ergiebt, 
die höchst einfache Relation 

11. D' = {ad-ßyf.D, 
mithin fär den Fall der Aequivalenz: 

D' =. D. 
^^Also haben aequivalente cubische Formen aeqmvalente deUrminirende 
Fortnen und dieselbe Deferminante.'' 

Der eben bewiesene Satz kann als ein Fundamenlalsalz für die Theorie 
der cnbischen Formen angesehen werden, denn er begründet eine höchst ein- 
fache Eintheilang und Classificirung sfimmtlicher cubischen Formen. In der 
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Thal: da aUe Formen derselben Classe dieselbe Determinante haben, so zer- 
fallen alle möglichen cubischen Formen, die zu einer gego])enen Determinante 
D gehören, in eine bestimmte Anzahl K von Classen. die auch Null sein 
könnte, wenn es etwa gar keine cubischen Formen mit der Determinante D 
geben sollte. Betrachtet man nun wiederum die sämmtlichen zur Determinante 
D=B^ — iAC gehörigen quadratischen Formen 

so constituiren diese ebenfalls eine Anzahl h von Classen 

/t I? yt jf 

19 -»21 -* 39 • • • • ■* Ä9 

welche nach DiriclUeVs genialen Untersuchungen für eine negative Determi- 
nante von der Anzahl der Quadratreste fQr den Modul D abhängt, die unter 
einer gewissen Grenze liegen, und fQr eine positive Determinante von dem 
Exponenten der aus der Kreistheilung sich ergebenden Auflösung der Pell^ 
sehen Gleichung. Da aber die determinirenden Formen aller aequivalenten 
cubischen Formen in dieselbe Classe gehören, wahrend umgekehrt nicht alle 
cubischen Formen mit aequivalenten determinirenden Formen aequivalent sein 
müssen, so wird man fOr jede der obigen Classen quadratischer Formen F^ 
eine zugehörige Anzahl k^ (die auch Null sein kann) von Classen zugehöriger 
cnbischer Formen haben, deren determinirende Formen alle zu der Classe /*„ 
gehören, und es ist dann 

Ä. + M----- + *- = K: 
Man erhält also auf diesem Wege eine merkwürdige Doppel -Eintheilung sämmt- 
lieber Classen cubischer Formen, indem man zuerst jedesmal alle diejenigen 
zusammenfafst, deren determinirende Formen aequivalent sind, und dann aufs 
Neue jedesmal alle zu derselben Determinante gehörenden zu einer höhern 
Ordnung vereinigt. 

§. 4. 
In der Theorie der quadratischen Formen wird gezeigt, dafs, wenn 
zwei Formen aequivalent sind, es gewöhnlich einige, zuweilen unendlich viele 
Transformationen giebt, durch welche die beiden Formen in einander über- 
gehen können. Dieser Umstand kann bei den cubischen Formen nie eintreten, 
sondern wenn zwei cubische Formen aequivalent sind, so kann man nur durch 
eine einsige Transformation von der einen- zur andern gelangen. 
Es seien 
/•= aa^ -\'Xbx^y '\-'icxy^-\'dy^ = (r/, *, c, d) und 
f = a'x'^-\-'6b'x'y -{-i&xy^^dy^ = {a\b\c\d') 
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zwei aequivalente cubische Formen, und 

X = ax'-\-ßy\ y = Yx''\-iiy' 
eine Transformation von f in f. Um nun den Satz in aller Strenge zu er* 
weisen, dafs nämlich keine zw^eite von der Transformalion f ^' ^\ verschiedene 
Transformalion von f in f exislirt, mufs man mehrere Fälle unterscheiden. 

Es sei zuerst die Determinante D der beiden cubischen Formen eine 
positive Zahl. Da in diesem Falle die cubische Gleichung 

L = aa^^^bx^'\^ZcX'i^d = 0, 
so wie die andere 

eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln hat, so sei die reelle Wurzel ^, und 
die beiden imaginären ^i^l)'^ ^.Zr'i' 

Nachdem man diese Wurzeln gefunden, kann man die Formen /" und /^ 
in lineare Factoren zerlegen, und setzen: 

/•'=a'[;r'_;,y][ar'-(9'+r'i)y'][^'-(/-r'0r']( ' ~ ^ 
Wendet man nun in der That auf/* die Substitution {^^ ^^ an, so kommt 

aV(a-rp)x'-\-{ß-ip)rm^-Y9-yri)x'^{ft-dq-dri)y^ 
X[(« — yy + yri)a?'-f (/? — J^ — JrOy']. 

Dieser Ausdruck mufs also =^f sein. Umgekehrt: setzt man den gefundenen 
Ausdruck 

= /•' = a'ix'-py-i[x'-{q'-\-r^i)y^ix'-{i,'-r'i)y% 
so hat man eine Gleichung, welche in Verbindung mit der Gleichung 

ad — ßy = I, 
nach a, /?, y, d als Unbekannten aufgelöset, alle Transformationen von f in f\ 
wenn es deren mehrere geben sollte, liefern mufs. 

Es läfst sich nun zeigen, dafs sich aus diesen Gleichungen höchstens 
zwei Systeme fär cf, />\ /, d bestimmen lassen. 

In der That: da man nur den reellen Factor mit dem reellen und die 
imaginären unter einander vergleichen kann, so darf man nur setzen: 

1. a' = a{a — Yp){a — Y4i—yrt){a — yq'Yyri), 

2. lr:i^ = _^ps 
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3- ß-8q-dri ^ _ i;l(^+^/,-^ j ,, entweder = - ^ {q'-\-r'i) 

oder= -^(y'-r'iX 
4. und ad — ßy=i. 

Die Gleichung (3.)? mit irgend einem der beiden Vorzeichen von r' genom- 
men, reprdsentirt jedesmal zwei Gleichungen, da man den reellen Theil mit 
dem reellen, den imaginären mit dem imaginären vergleichen mufs. Auf diese 
Weise erhfilt man aus den beiden Gleichungen (2.) und (3.) drei lineare 
Gleichungen zur Bestimmung der Werthe von 

a y 8 

T' T' T' 

also jedesmal, sowold fflr 4-^' als — r', ein einziges System dieser Werthe. 
Es sei eins dieser beiden Systeme 

^9 y^ 9^ 
so erhfilt man aus der Gleichung aJ — ßy=l: 

a 8 r t I /w 1 



Von den beiden Werthen ß und — /9, die dieser Gleichung genügen, darf man 
nur den einen nehmen; denn da man aus jedem dieser beiden Werthe die 
Werthe von a, /, S voUstfindig bestimmt, nfimlich aus dem Werthe /?, a = A/9, 
Y=ivß^ Jr=:p/?, und aus dem negativen — /?, a= — A/3, y=— i//?, 
9=^ — ifß^ so müfste es, sollten beide Werthe der Quadratwurzel zulässig 
sein, möglich sein, zugleich durch zwei Substitutionen von der Form 

von einer eubischen Form zu einer ihr aequivalenten äberzugehen. Da die 
Unmöglichkeit dieses Letzteren sich aus dem blofsen Anblick der Gleichun- 
gen (7.) ergiebt (§. l.)) so folgt, dafs zu jedem der beiden entgegengesetzten 
Verthe von r höchstens ein System a^ ß^ y^ 9 gehört, also dafs im Gan- 
zen höchstens zwei solcher Systeme existiren können. 

Ich habe im Vorhergehenden bewiesen, dafs eine cubische Form mit 
positiver Determinante nie mehr als zwei Transformationen in eine ihr aequi- 
valente zulfifst. Um nun zu zeigen, dafs nie zwei, sondern immer nur eine 
Transformation existirt, beweise ich, dafs aus der Annahme zweier Trans- 
formationen zwischen zwei aequivalenten Formen sich zwei Formen finden 
lassen, die durch drei verschiedene Transformationen in einander übergehen; 
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was dem Bewiesenen widerstreitet. Angenommen also, es gingen die For- 
men f und f dnrcb die beiden verschiedenen Transformationen 

C; !) = '■' iVS)-*' 

in einander Ober. Man bilde die reciproke Transformation von /|, nfimlicb 

durcb welche f in f übergeht , und verbinde sie mit /j, so erhalt man die 
neue Transformation 

durch welche f In f, d. h. f in sich selbst übergeht. Auf der andern Seite 
bilde man die reciproke Transformalion von /, und verbinde sie mit /|, so 
erhftlt man wiederum eine Transformation 

^^ — Kri'-i/'p -rß'+SaO'^ 
durch welche f in sich selbst Obergeht. Da sich 2u diesen beiden Transfor- 
mationen Ti und T2 noch die evidente 

^- = (S: ?) 

gesellt, so würde man also drei verschiedene *) Transformationen habeii^ 
durch welche f in sich selbst fibergehen könnte; was dem Bewiesenen wi«r 
derstreiteU 

Zweitens sei D negativ. Bezeichnen wir die determinirenden quadra* 
tischen Formen der beiden cubischen Formen f und f durch F und F\ so 
mufs Jede Transformation, durch welche f in f flbergeht, auch F in F' fiber* 
gehen lassen. Uniersuchen wir nun, auf wie viele Arten die beiden quadra- 
tischen Formen /^' und F\ oder, .was dasselbe ist, die beiden quadratischen 

Formen 

(!2^, B, 2C) und (2^\ B\ 20) 

(nach der Bezeichnung von Gaufs) In einander übergehen können, so finden 
wir, dafs, mit Ausnahme weniger specieller Fille, in welchen 4 oder 6 Trans- 
formationen stattfinden, und die wir der Kürze halber gegenwärtig bei Seite 
lassen wollen, die beiden quadratischen Formen nur durch zwei, und zwar 
durch zwei entgegengesetzte Transformationen (Gavfe Dieq. Art. 179.J 

' = (;;«' '-■=(-°;=r) 

*) Dafs sie alle drei verschieden sein müssen, larst sich sehr leicht indhvct nachweisen^ 
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in eillinder flbergehen. Bemerken wir nun, dafis zwri aeqnivalehte cubische 
Formen nie dnrcli zwei entgegengesetzte TranBformationen zngldch in einan- 
der flbergehen können, weil die Form f durch die Transformation r' in —f' 
Qbergeht, sobald sie durch die Transformation x vn f^ verwandelt wird, so 
findet sich unser Satz auch ffir diesen Fall erwiesen. 

§. 5. 
Lehrsatz. Der yierfache Cubus des ersten Coöfifidenten der deter- 
minirenden quadratischen Form einer zur Determinante D gehörigen cnbischen 
Form ist immer durch die quadratische Grundform 

darstellbar.'' 

Die cubische Form sei /*s=a4r^4-3*«V+^^*y*+'y'/ alsdann l«t 
der erste Coöffident ihrer determinirenden quadratischen Form ü^ — me=^Af 
und die Determinante 

also hat man die identische Gleichung 

1. (3a*c — 2**-.a'rf)' — IIa' = 4^% 
von deren Richtigkeit man sich durch die Entwickdung flberzeugt In dieser 
Formel liegt aber der Beweis des Lehrsatzes. 

Es sei nun A^ eine bdiebige, durdi die Form 

darstellbare Zahl; dann kann man F in dne zwdte quadratische Form tnuuH 
formiren, deren erster Co£fificient =zA' ist. Dieselbe sei daher 

Wendet man nun die nSmUche Transformation, durch wdche man F' aus F 
erhielt, auf die cubische Form /* an, so erhilt man eine zweite cubische 
Form /^, und es wird nach dem in §. 3. Bewiesenen F^ die determinirende 
quadratisdie Form von der cnbischen Form ^ sein. Da nun A* der erste 
CofifiÜdent von F^ und D die Determfaiante von f^ ist, so folgt aus dem 
obigen Lehrsatze, dafs iA'^ durch die quadratische Grundform IT* — HF' dar- 
stdlbar sdn wird. Man hat demnach folgenden allgemeinen Satz. 

Lehrsatz. „Wenn eine ZahlJV durch die determinirende Form einer 
eubischen Form mit der Determinante D darstellbar ist, so ist ihr vierfacher 
Oid>us 4N^ durch die quadratische Grundform 

darsldlbar/' 

CreUtt't lo«nial t d. M. hi. XXVH. Heft 2. 13 
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Auf gans ahnlidie Weise lAbt sich anch der folgende Sets beweteen: 

Lehrsats. ^^Wenii eine ZaU dnrdi die determinirende Form Aai^^ 
Bxy^C'f ^=F einer cobischen Form f=(a,b,e,d) mit der Determi^ 
nante D darstellbar ist, so ist ihr Quadrat durch die entgegengesetste Font 
ila?*— JBxy+Cy' darstellbar.*' 

Denn wenn A' irgend eine durch die Form F darstellbare Zahl be- 
Eeichnet, so lAfst sich die Form F in eine aequivalente Form JP trans- 
formiren, deren erster Coöffident der Zahl A^ gleich ist; es sei JF^ «s 
A'x'^^B^x'y^'\'Cyy^. Durch die nSmliche Transformatioii eriiilt man aber 
nach §• 3. aus f die neue cubische Form 

deren determinirende Form die Form F^ ist. Man hat nun nach §. 1. die 
nachstehenden Gleichungen: 

A' = b'^—a'€', B' =^ b'e'—a'd\ C ^ e'^^i'd', 
und aus diesen ergeben sich unmittelbar auf rein algebraischem Wege die fol- 
genden drei: 

2. ^^ = i4'»^-B'a'*'+CV% 

3. i*C=il'ü^— B'ftV+Oc^, 

4. C^ =^Ad'^^»d'^^0€^. 

Aus der Gleichung (2.) ersieht man aber, dafs A*^ durch die Form 

Ax'—B'xy-^-CY 
reprSsentirt werden kann. Da nun diese Form der Form 

Ax'' — Bxy'\'Cy^ 
aeq[uiyalent ist, so mu& A*^ ebenfaDs durch diese letztere Form darstellbar 
sein; was zu beweisen war. 

§. 6* 
Mit Helfe der vorhergehenden Sfitze wird es uns möglidi sein^ einen 
merkwttrdigen Zusammenhang nachzuweisen, der zwischen der Theorie der 
etMsehen Formen und der Theorie der Zueammaisetzung oder MuU^H^ 
cathn der quadratischen Formen stattfindet. Da jedoch diese Untersuchung 
in ihrer ganzen Allgemeinheit, d. h. fOr jede beliebige Determinante, ein nft- 
heres Eingehen in die Natur dieser letzteren Theorie erfordert, welche, so 
viel idi weifs, seit ihrer Entdeckung durch den berühmten Verfasser der 
„Disquisitiones^ noch durch Niemand weiter ausgebildet worden ist, so sei es 
uns erlaubt, den Gegenstand ffir's Erste in einem speciellen Falle zu behandln. 
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Wir nehmen den Fall, in welchem die Determinante yen der Form 
jDsss — 4/^ nnd p eine positive PrimMhl von der Form 4ii-f 3 ist, wdche, 
als Determinante einer quadratischen Form angesehen, m denen gehört, die 
Gaufe regehnfifsige nennt 

Ich stelle mir jetst die Aufgabe: alle quadratischen Formen xu finden, 
welche determinirende Formen zu cubischen Formen mit der Determinante 
^^p sein können; und da jede quadratisdie Form, die diese Eigenschaft he- 
mtzt, sie mit allen ihr aequivalenten thdlt (§. 3.)) so wird es genügen, alle 
nicht aequivalenten quadratischen Formen dieser Gattung aufzusuchen. Es sei 

1. äar'+3*a?V+3i?a?y'+ Jy^ = f 
eine cubische Form, deren determinirende quadratische Form 

2. Ax^+B^cy-^Cy^: F 
und deren Determinante = JB^— 4JC=— 4/9 ist. Alsdann mufii zuerst B 
eine gerade Zahl sein, weil sonst die Gleichung B^—^Adsss ~4;9 nicht 
existiren kann. £s ist also B=z2B^ so daüs 

3. B^ — AC^'-p 

ist. Hierauf ist — p die Determinante der quadratischen Formen 

4. ( J, B, C) = Fi 
nach der Bezeichnung von Gaufs. 

Nach dem Lehrsatze des vorigen Paragraphen ist nun der vierfache 
Cubus jeder durch F darstellbaren Zahl diurch die Form x^'\-ipy^ darstellbar; 
also wird der einfache Cubus jeder durch F darstellbaren Zahl durch die Form 
x^'\-p'y^^ mithin allgemein durch alle Formen der zur Determinante —p ge- 
hörigen Hauptclasse darstellbar sein; oder, noch allgemeiner: es werden die 
Guben aller Zahlen, welche sich durch diejenige Classe darstellen lassen, welche 
die Form F enthalt, durch die Hauptclasse darstellbar sein. 

Unter der für die Primzahl p gemachten Annahme werden sich alle 
zur Determinante — p gehörigen Classen quadratischer Formen durch succes- 
sives Zusammensetzen aus einer derselben bilden lassen. Nennen wir h = 
Sil-f-l die Anzahl dieser Classen, welche wir durch K bezeichnen und durch 
Indices von einander unterscheiden wollen, so lassen sich dieselben immer in 
folgende Ordnung bringen: 

5. J^^a^ A.«.(a-i), •••• A«.i, K^^ Jki^ •... Äj^^j, Ki\ 
welche Reihe als in sich zurflekkehrend zu betrachten ist, so dals auf K^ 
wieder JSLi folgt, und wo jede Classe aus der vorhergehenden und der Classe 
Kl zusammengesetzt ist, JK^ die Hauptclasse vorstellt und entgegengesetitra 

13* 



100 8. RiMensiein, über die cuHsehen Fwrmen mit zwei VarkMn^ 

Classen entgegengesetzte Indices entsprechen. Nnn hat Hr. Professor L^f€WM 
Diricklef, der Verfasser des Beweises Über die arithmetische Progresrion^ 
dnrch eine neue Anwendung seines herrlichen Princips: gezeigt, <la& Jede 
dieser Classen unendlich viele Primzahlen reprflsentirt: wir können nns die* 
selben daher sflmmtlich dnrch solche Formen reprisentirt vorstellen, deren 
erste Cofifficienten Primzahlen sind. 

Es sei (^> B, C) c^F^ nnd^, der erste Codffident voii F^, eine 
ungerade Primzahl. Da nun q^ durch die Classe S^ darstdttar sein aoll, ao 
mufs der Index ^ der Bedingung 

6. 3/1=0 (mod. A) 
gentigen. Andere Formen also, als diejenigen, weldie diese Bedingung erltt- 
len, können ftir den in Rede stehenden Fall nicht determinirende Formen in 
cubischen Formen bilden. 

Auf der andern Seite werde ich zeigen, iab allen quadratischen Claasen, 
welche die Bedingung (6.) erfflOen, in der That cubische Classen mtspredien; 
und zwar jeder derselben nur eine einzige. 

Es sei also F^^ eine quadratische Form, deren Index der Congmraz 
(6.) genagt, oder, was dassdbe ist, welche durch ihre Triplication die Hanpt- 
classe hervorbringt, so dafs man 

7. ^= ü^+p.V^ 
setzen kann; wo ü und F rdlative Primzahlen rind. 

Dieses vorausgesetzt, betrachten wir die cubische Form 

in welcher b eine noch vorläufig unbestimmt gelassene ganze Zahl vorateDt 
Diese cubische Form genögt den Bedingungen, dafs der erste Coöffident ihrer. 

determinirenden quadratischen Form =&^— F. — ^^ s= ^ und ^fa ihre 

Determinante = 4 — j^-^- == — 4;^ ist. Suchen wir jetzt b so zu beatinw 

men, dafs ihre beiden letzten Coöfficienten ganze Zahlen werden. Zn dem 

Ende mufs den beiden Congnienzen 

9. b^ — q = (mod. F), 

10. *'— 3^A-f 217 = (mod. FO 
genügt werden. 

Wenn wir den Ausdruck P—3qb'\'2ü durch 9>(ö) bezeichnen, so ist der 
Düferenzialqnotient — ^j-^ = 3(6'~y); was fflr die Auflösung der beiden 
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Congraensen von Wichtigkeit ist F^erner bemerke ich, dafs wegen der Glei- 
ohtiigX^.) ^9 also aoch q taV\ mithin audi zu Jedem in F enthaltenen Theiler 
^idratiacher Reat se&i wird. Beschäftigen wir nns nnn mit der Auflösung 
der beiden Ck>ngnienzen. 

L Es sei / die höchste in F aufgehende Potenz einer ungeraden 
Primzahl Dann genflgen, wie bekannt, der Cougruenz h^^q (mod. /) zwei 
nach dem Modul / incongruente, dem Zeichen nach entgegengesetzte Werthe 
von hf die wir durch ±« bezeichnen. Bilden wir nun die Reihe der Zahlen 

11. «, «+/, «+21, .... «+(1—1)/, 

so i>efindet sich unter denselben eine einzige, welche zugleich der Congruenz 
b^^q (moi^P) genflgt Wird dieselbe mit ^ bezeichnet, so ist auch ^^ 
qt (mod. O, also y(^)s2(J7— ^5) (mod. P). Nun folgt aus (7.) ^=17* 
(mod. /O, also ist ü*— j^S'sO (mod./*), d.h. (U— yj)(ü+^^) durch 
P theilbar. Da nun diese beiden Factoren keinen in / enthaltenen gemein- 
schaftlichen Theiler haben können, weil derselbe sonst in ihrer Differenz 217, 
also in 17 und F zugleich aufgehen wfirde, so wird nothwendig einer der 
beiden Ausdrficke üfq^ durch /' thmlbar sein, während der andere zu / 
relative Primzahl ist. Das Zeichen von ^ kann demnach auf eine und nur 
auf eine Art so bestimmt werden, dafisi 9(^)^0 (mod. P). DerWerth 6=^ 
genflgt dann d«a beiden Congruenzen 

12. 4* — f = (mod. /) und 13. ** — 3^4+2 17 = (mod. l^. 

Idi behaupte aber, dafs auch jeder Werth von der Form ^+A:/, also 
Jeder in der Reihe (11.) enthaltene Werth, wenn man das Zeichen von z 
sehiddich wählt, diesen beiden Congruenzen genügen wird. In der That setze 
man ^^kl in den Ausdruck q>(b) statt i, so erhalt man 

y(:+*/) = y(C)+*/-^5^ (mod./0, 

welches durch P theilbar sein wird, weil y(^) durch /' und — ^t^ = 
3(C^— y) durch / theilbar ist. 

Als Resultat dieser Untersuchung ergiebt sich also, dafs für jede höchste 
in F ^enthaltene Potenz / einer ungeraden Primziahl immer eine und nur eine 
einige ganze Zahl z existirt, die so beschaffen ist, dafii sie, mit allen ihr 
nach dem Modul / congruenten statt b gesetzt, die sflmmtlichen Auflösungen der 
beiden Congruenzen (12. und 13.) giebt. 
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II. Es sei für den Fall, dab V eine gerade Zahl ist, 2^»f die 
liöchste in F enthaltene Potenz von 3* Alsdann lAfst sich doreh gans iholidia 
Betrachtungen zeigen, dafs anch ffir diesen Werth von / den CongmensM 
(12. n. 13.) ein einziger Werth von b mit allen ihm nach dem Modul /Au- 
gmenten genflgt. Wenn &:=t oder =3, also 1=7 oder =4* ist, so sieht 
man sogleich, dafs dieser Werth 6=1 ist. Es sei t9^3: alsdann existiren 
vier nach dem Modul / incongruente Werthe von b, die der Congroenz b^^f 
(med. /) genügen; und wenn man einen derselben nennt, so lassen sie sich 
auf folgende Art gruppiren: 

14. +z, -z, «+2^S -ar+S^-^^ffmi/SrDisq. 103). 
Von diesen 4 Werthen genügen aber nur zwei ±9 zugleich der Congruens 
V^^g (mod. r> Es sei also 2^'^^ (mod. Z^; alsdann folgt wie oben 

y(«) = 7{ü—qz) (mod. l^, 
und da wegen C7.) ^"=11^ (mod. l^, also U^^g^z^^O (mod. O i»*i ™^ 
die beiden Factoren ü':fqz höchstens den gemeinschaftlichen Theiler 2 haben 
können, so wird sich das Zeichen von z immer auf eine und nur auf eine 
Art so bestimmen lassen, dafs ü-^gz durch -(/^ also g>(z) durch P theilbar 
ist Es bleibt noch zu zeigen, dafs der Werth i = «r*{-2^'*^ der Congmenz 
(13.) nicht genfigen kann. Diese Annahme wflrde auf die Congmenz 

y(55) + 2^*.3(«' — y)-f 2'^-^« = (mod. 2»*) 
führen, welche nicht stattfinden kann, da g, also z, eine ungerade Zahl ist. 

III. Stellt man sich nun V auf die Form 

15. F = /./'./".... 
gebracht vor, wo l, l\ V etc. Potenzen verschiedener Primzahlen sind, mit 
Einschlufs der 3, so lassen sich die Congruenzen (12. und 13.) nadi Jedem 
der Moduln /, /', V\ .... auflösen, und geben jedesmal eine einzige Lösung. Be^ 
zeichnen wir diese Lösungen nach den verschiedenen Moduln der Reihe nach, 
resp. durch z^ z\ z^' etc., und suchen dann eine Zahl, welche zugleich ==<: 
(mod./), =ar' (mod. /')^ =«'' (mod./") etc. ist, so wird dieselbe, statt h 
gesetzt, nothwendig den beiden Congruenzen (9. u. 10.) zugleich genfigen; 
und alle anderen Zahlen, welche die nämliche Eigenschaft haben, werden ihr 
nach dem Modul V congruent sein. 

Da nun femer alle nach dem Modul V eongmenten Werthe voA h^ 
in die culnsche Form (8.) gesetzt, hinter aequivalente Formen henrorbriBgefn, 
die durch Ssbstitutionen von der folgenden Art: 

16. X = x'\ky'^ y «= O.ar'+y', 
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fAr welche 

Kt— *.0= 1 

ist, in mander Abergehen, $o werden wir anf diesem Wege immer so einer^ 
aber audi nur sa einer einzigen Classe eubischer Formen gdangen, welche 
allen Bedingungen genflgL 

Zweitens lAfiit sich nachweisen, dab es unmöglich ist, auf anderem 
Wege dne aweite Classe eubischer Formen su entdecken, die dieselben Eigen- 
schaften besitzt Denn man stelle sich irgend eine cubische Form 

ax^'\'3bxy^3exy^^dy^ « f 
vor, deren determinirende quadratische Form zum ersten Coöfficienten g hat 
und deren Determinante 8=— 4/^ ist Alsdann lAfst sidi f durch Zerlegujig 
in lineare Factoren auf die Form 

X {ax+ib^Q'"^{B+ay^p)^QkB-ay-p)]y] 

bringen, wo E eine ganze Zahl ist, die mit # keinen gemeinschaftlichen Theiler 

hat, (^ = 4(— 1 + >^— 3) und 

la Pi-pa^ «= ^ 

ist Da nun die unbestimmte Gleichung U^-f ;iF' = ^ nur auf eine einzige Art 
in relativen Primzahlen lösbar ist, so mufs B=^ü und a= F sein. Bemerkt 
man dies und multiplicirt die drei Factoren in (17.) wirklich in einander, so 
wird man wieder zu der cubischen Form (8.) gefOhrt, von welcher wir oben 
ausgegangen waren. 

Aus allem diesen ergiebt sich nun Folgendes. 

„Wenn p eine Primzahl von der Form 4ii-f-3 ist und —p%\k den 
regelmAfsigen Determinanten gehört, so entspricht Jeder Classe quadratischer 
Formen mit der Determinante — p^ welche durch ihre Triplication die Haupt* 
classe hervorbringt, eine Classe eubischer Formen mit der Determinante — 4/^, 
wfihrend den übrigen quadratischen Classen keine cubischen Classen mit der- 
selben Determinante entsprechen/^ 

Mit diesem eleganten Satze sdiliefse ich diese erste Abtheilung, in 
welcher ich nur die Elemente eines ganz neuen Feldes der Zahlenlehre auf- 
stellen wollte. Sollte ich mir schmeicheln dürfen, dals dieser erste Versuch 



104 8. Ei§en$teiHß über die cMeehen Farmern Wut »wei VmrUM$h 

emts Anfflngers sidi des Beifolb der Mathematiker erfreuen könnte, fo würde 
ich mit Vergnügen die begonnene Arbeit fortsetzen; znmal da ich gerade die 
interessantesten Resultate snrflckhalteli rnnfete, anf wdche Ae vollstindige 
Theorie der ywtheilmig der cnbischen Classen anf die quadrattschen ftthrt, 
nnd die anf eine merkwürdige Weise von der Betraditung dojeirigen Formen 
abhfingen, welche ganz allgemein, nidit blolli die Hanpt- oder Grandform, 
sondern eine beliebige gegebene primitive quadratische Form durch ihre Trl- 
plication erseugen. 

Berlin im December 1843u 

(Die FortieCxuf folft) 
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9. 

über eine merkwürdige identische Gleichung. 

(Von lirn. Stud. G. EisenMlein m Berlin.) 



Oie Fanction von 4 Variabein 

1. «V^-3AV+4iic^+4rf*^-GiiAci/ 
besilzt neben andern merkwardigen Eigenschaflen auch diejenige, dafs Ihr 
Cubus nch durch die nämliche Function ansdrQcken Ififst, wenn man den 
Variabein Werthe giebl, die aus den obigen auf eine sehr einfache Weise 
zusammengesetzt sind. In der That findet die identische Gleichung 

Statt, wenn gesetzt wird: 

{A = ^abc — ä'd—2b\ 
B = 2ac^ — ahd-^b^e^ 
D = arf* — 36i?J + 2c\ 

Diese Formel kann als eine Art Seitenstfick angesehen werden zu der 
merkwürdigen Gleichung, die hagrnnge in den Berliner Memoiren aufgestellt 
hat, und welche sich folgendermafsen schreiben lAfst: 

PP'P"'\'2QQ'Q" — PQ^'-P'Q'^ — P''Q"\ 

wo gesetzt ist: 

P = fp"--q\ P' = pp"-q'\ P" = pp'-q"'\ 

Q = ^q^'^pq, Q' = qt-p'q'^ Q" = q^f-p^q''^ 

Es scheint, man mAsse dieser Gattung von identischeii Gleichungen eine 
um so gröfsere Wichtigkeit zuschreiben, als man keine allgemeine Methode 
zu ihrer Auffindung besitzt, und weil dieselben namentlich in der Zahlenlehre 
oft die Grundlage zu ganzen Theorieen bilden; {n welcher Hinsicht sich auf 
die Theorieen der quadratischen und ternfiren Formen, so wie auf diejenige 
der Zerlegung einer Zahl in die Summe von vier Quadraten und andere ver- 
weisen Iftfst. 

CreU«r i JoaniAf f. d. M. Bd. XXVIf. Heft 1. 14 
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Nachschrift Wenn man aus den vier Ansdrfickm A, B, C, D vier 
neue il% B'^ O^ D* auf die nämliche Weise zusanunenseUt, wie^, 0, C» D 
aus A, hy c, 4 entstanden sind, d. h. wenn man setzt: 

A =- iABC— A^D — 2ir, 

B' =. 2AC^ —ABD — B'C, 

€/ -- ACD -2B'D^BC\ 

D' = AB" -3BCB+QC\ 
so lassen sich diese neuen Verbindungen A\ B\ C\ D' auf eine sehr ein- 
fache und merkwürdige Weise in die ursprönglichen Elemente a, b, e, d 
ausdrücken. Man findet nimlich, wenn man die Werthe von Af B, C, D 
einfahrt^ nach allen Reductionen: 

A -. aJ", B' = hJ'^ C = cJ", D" -= if^, 
wo der Kürze halber 

gesetzt ist. 
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10. 

Eiicyklopadische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 

(\''oni Herausgeber dieses Journals.) 

( Fortsotzopg der Abhandlung No. 2. im rorigen Heft) 



§. 21. 
Erläuterung, 
tiede theilbare ganze Zahl z kann z. B. durch 

z = arb^'^crd^ .... n«^ 
ausgedrückt werden, wo die Facloren a, b, c, d .... n von z entweder theil- 
bare, unter einander Iheilerverwandte, oder theilerfremde, oder auch untheilbare 
ganze Zahlen sein können, die Exponenten ct^ ß^ y^ •••• y aber nothwendig 
ganze positive Zahlen sind. 

Denn eine theilbare ganze Zahl z ist nichts anderes als das Product 
anderer ganzen Zahlen, die selbst wiederum theilbar, unter einander theiler- 
verwandt, oder theilerfrenid, oder auch nntheilbar sein können. Diejenigen 
unter diesen Factoren, welche einander gleich sind, wie z. B. alle die, welche 
gleich a sind, geben fflr sich, in einander multiplicirt, eine Potenz mit ganz- 
zahligen positiven Exponenten. Z.B. wenn a amal als Factor vorkommt, so 
entsteht daraus die Potenz af; b, wenn es ßmal vorkommt, giebt die Potenz 
1^ u. s. w., und das Product aller dieser Potenzen macht die Zahl z aus. 

§. 22. 
Lehrsalz. 

I. Wenn von einer yanzen Zahl z, die nach (§. 21.) immer durch 

1. z = a'^b^c^'d^ .... n' 
auegedrückt werden kann, keiner der Factoren a, b, c, d, . . . . n mit ei- 
ner andern beliebigen ganzen Zahl u theiler verwandt iet^ so ist auch z 
selbst mit n nicht /heilerverwand/, sondern zu u theilerfremd. 

II. Wenn von einer ganzen Zahl 



2. z = a" b*^ c^ d 



n" 



keiner der Factoren a, b, c, d, n mit irgend einem der Factoren a^, 

b|, C|, .... kl einer andern ganzen Zahl 

3. u = a? if' cf^ . . . kl' 

14 # 



106 10. EneykhpiUk der 2MleHtkeürie. f. 92. 

lAeiUrverwandf httf so sind auch % und n sdhsi nicht tkeilervertvandtf 
sondern zu einander theilerfremd. 

IIL fVenn die Facforen a\ b, c^ .*•« n und a«, b|, c,, •••. k| 
der bmden Zahlen % und u (2. u. 8.) sämmtlich Stammzahlen sind, und 
keiner der Factoren a, b, c, .... n ist irgend einem der Faetwen ai, bi, 
c,, ..,• k, gleich, so sind z und n zu einander theilerfremd. 

Beweis von L A. Da nach der VorausseUQng a in Ci.") zu u 
theilerfremd ist, so ist es nach (§. 20. I.) auch das Product a.a oder a\ 
Folglich sind a und ff beide zo u theilerfremd« Also ist es nach (§• 20. I.) 
anch ihrProi/tir/ a.är oder u^. Also sind a und tf beide lu u theilerfremd, 
und folglich ist es anch ihr Product a.i^=i^. Und so weiter. Also Ist 
znletzt a^ zn u theilerfremd. 

A Ans gleichen Gründen sind, da b, c, d, . . . ^ n sfimmtlich der 
Voraussetzung nach zu u theilerfremd sind, auch ^, c^, if^, • . • . n'' zu ti 
theilerfremd. U. s. w. 

d Da weiter z. B. a' und b^ beide zu u theilerfremd sind, so ist es 
nach (§.20. I.) auch ihr Product ifb^. Und da demzufolge ifb^ und c^ 
(0.) beide zu if theilerfremd sind, so ist es nach (§. 20. I.) auch ihr Product 
ifb^c^. So ist weiter, aus gleichen Gründen, oTb^c^d^ u. s. w. und folglich 
zuletzt z=^ arb^c^d? .... n"" nothwendig zu if theilerfremd; wie ts (I.) 
behauptet. 

Beweis von IL D. Da nach der Voraussetzung in (ü.) keiner der 
Factoren /i| , 6i , Ci , .... Ati von u z. B. mit dem Factor a von z theiler- 
verwandt Ist, so ist nach (I.) auch u selbst mit a nicht theilerverwandt. Aus 
demselben Grunde ist u auch mit keinem andern der Factoren von z theiler-- 
verwandt. Also ist kein Factor von z mit u theilerverwandt und folglich nach 
(I.) auch z selbst nicht; gemäfs (IL). 

Beweis von IIL Nur einander gleiche Stammzahlen sind Ibeilerver^ 
wandt; denn keine Stammzahl hat einen andern Theiler >>l, als sich selbst. 
Nun soll in (IIL) keiner der Stammfactoren von z irgend einem der Stamm-* 
factoren von u gleich sein: also ist keiner der Factoren von z irgend einem 
der Factoren von u theilerverwandt, und foIgUch sind nach (IL) z und u 
selbst einander nicht theilerverwandt, sondern theilerfremd. 

Anm. Der Beweis von (L) beruht auf der wiederholten Anwendung 
(ici Lehrsatzes (§. 20, L). Der Beweis von (IL) beruht auf der Anwendung 
von (I.) zunächst auf die einzelnen Factoren von z; der Beweis von (HL) 
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berahl darauf, daft hier die Facloren von u nnd ar von selbst in dem in (lU) 
vonnsgesetBten FaOe sind« ^ 

§. 23. 
Lehrsata. 
Der gröfete GemdntAeiler zweier ganzen Zahlen z und n iet 
da» Produet alter derjenigen Stammfactoren, welche z und n 
gemein haben. 

Beispiel, Der gröfste Gemeintheiler von 
1. « c= 3*.7MI.13M7* und u = 3\7M7M9^ 
ist 

2. 3*.7Mr. 

Nur die Stammfactoren von (2.) kommen in z und u zugleich vor. 

Beweis. A. Man bezeichne das Prodnct aller Stammfactoren, welche 
z nnd u gemein haben, durch v, die Producte der übrigen Stammfactoren in 
z nnd in u durch z^ und ff|, so dafii also 



3. -^ = 



v.% 



1 






isti Hier ist -^-^ nichts anderes als der Bruch ^ im Zfihler und Nenner 
durch die ^/«tdltf Zahl v multiplidrt Also ist nach ($. 13. /. 8.) 

4. A = ^ . 

B. Nach der Voraussetsung sind in v alle diejenigen Stammfactoren 
von u enthalten, die augleich in z vorkommen. Also sind alle Stammfactoren, 
^e tf| noch sonst enthalt, von allen, die noch in «i vorkommen, verschieden. 
Deshalb sind denn aufolge (§. 22. III.) z^ und u^ in (4.) theiler fremd} das 
Jieifst, sie haben keinen Factor >>t weiter gemein. Folglich ist v, nemlich 
das Prodnct atter Stammfactoren, welche z und u gemein haben^ der gröfete 
Gemeintheiler von z und uf wie es der Lehrsalz behauptet. 

$. 24 
Lehrsatz. 
Wenn eine ganze Zahl % mit einer andern ganzen Zahl u utr/- 
^aht, eo müssen unter den Stammfactoren von z nothwendig alle Stamm-' 
^hetaren von n ohne Ausnahme vorkomtnen. 
Beweis. A. Es sei 

wo a, 6, e, . . . . n Stammzahlen sind. Kime in u Irgend ein iSlammfactor 
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V vor, der keinem der Stammfactoren a, b, c, ...» n gleich wäre« so ginge 

V in keinen dieser Factoren auf, abo zuerst in a nicht. Deshalb gebt denn 
r nach (§.20. IL) auch in a,a=^a^ nicht auf; folglich anch nicht in n.o^ 
=:= (^ u. s. w. , nnd folglich nicht in a!*. Auch in b geht r nicht auf, folglich 
aus gleichen Gründen auch in b^ nicht. Eben so nicht in c^^ Jfi^ .... it% 
also auch gemftfs (§. 20. II.) m Wb^ nicht, und auch nicht in tfb^.e^ =^ 
(f b*^ c* u. s. w. , mithin auch in z seihst nicht. 

B. Wenn nun aber % mit dem Factor v von u nicht aufgeht, so 

geht auch nach (§.15. I.) u selbst in z nicht auf. Es ist also, wenn ff in 

z aufgeht, nicht möglich, dafs u irgend einen Factor r habe, der von allen 
Stammfactoren von z verschieden wftre. 

§. 25. 
Lehrsalz. 

L Wenn eine ganze Zabt u m das Pro du et ZjZ^ zweier ganzen 
Zahlen z, und z^ aufgeht, tmd sie ist zu einer derselben, z.B. zu Zg, 
theilerfremd, so tnufs sie nothwendig m die andere %2 aufgehen. 

IL Ist dagegen u zu keiner der beiden Zahlen Z| und &. thmler'^ 
fremd, so kann u in das Froduct ZiZ^ aufgehen , obgleich weder in Zg 
noch in z,. 

Beispiele. No.1. zu I. ff=l6 geht in !S|C3 = T5.144== 108<X) 
auf und ist zu Zi = 75 theilerfremd. Deshalb mufs ii =i t(> in e, = 144 
aufgehen. 

A'o. 2. zu IL ti = 120 ist weder zu z^ =T5 noch zu c,= 144 theiler^ 
fremd und geht in «1«,=: 75. 144= lOMX) auf, obgleidi weder in 75, nodiin 144. 

Beweis von I. A. Da u in das Prodnct ZgZ^ aufgehen soll, so 
mfissen nach (§. 24.) in diesem Product alle Stammfactoren von ff ohne Aus- 
nahme vorkommen. Nun sollen Zg und if thmlerfremd sein, das heilst, es 
soll in Zg keiner der Stammfactoren von if vorkommen. Also müssen alte 
Stammfactoren von if ohne Ausnahme in z^ allein vorhanden sein, und folg- 
lich mufs ff selbst, w^elches das Product seiner Stammfactoren ist, nothwendig 
in Zi aufgehen. 

Beweis von IL B. Sind fr und z^ nicht theilerfreindf so hat z^ 
mit If Stammfactoren gemein; angenommen nicht alte. Enthält nun das Pro- 
duct Z1Z2 die verschiedenen Stammfactoren von ff zusammen nur gerade so 
oßf als sie in ff vorkommen, welches schon hinreicht , danat ff in J^iifr, auf- 
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gehe, so enthält Z2 nicht mehr alle Stammfactoren von u, indem sr, schon 
einige davon wegnimmt. Also geht in diesem Falle nach (§. 24.) u nicht mehr 
in Z2 auf, eben so wenig wie in Zi^ obschon gleichwohl in ZiZ^^. 

§. 86. 
Lehrsatz. 

Wenn eine ganze Zahl z mit Jeder der verschiedenen Zahlen V|, 
V2, V3, .... Vn aufgeht j so geht sie auch mit ihrem Product 

1. u =- ViV^Vj v^ 

auf, jedoch nothwendiß nur dann, wenn keine der Zahlen v einen Stamm^ 
faetor mit der andern ganein hat. 

Beispiel 1. Die Zahl 2r^^ 75600 geht mit jeder der drei Zahlen 
8, 21 and 25 auf, deren keine einen Stammfactor mit der audern gemein hat. 
Deshalb geht sie nothwendig auch mit ihrem Proi/trir/ 8.21 .25 s=r 4200 auf. 

2. Die Zahl z =:.- 75600 geht mit jeder der drei Zahlen 12, 36 und 
105 auf, welche Stammfacloren mil einander gemein haben, nicht aber mit 
ihrem Product 12.36.105 = 45360. 

Beweis. A. Da nach dor Voraussetzung z mit r«^ r^, r,, v^ 

aufgehen soll, so müssen nach ($. 24.) unter den Stammfactoren von z alle 
Stammfacloren von r|, v^^ Vj, .... v^ ohne Ausnahme, also alle Stammfac- 
loren von n sein. 

B. Es geht also nothwendig z eben sowohl z. B. mit r. auf, als n. 

Setzt man daher 

2. z = ViZf^ 
so ist Zi eine ganze Zahl. 

C. Sind nun alle Stammfactoren jedes der Factoren v von denen der 
übrigen verschieden^ so wird durch die Division von z durch r, keiner der 
Stammfactoren von Va, 9|, .... 9,, weggenommen; mithin enthält z^ in (2.) 
Jioch alle diese letzteren Stammfactoren voUstAndig. 

D. Nun ist zufolge (2.) 

3. A == !V^i = _£i (5.13. i. 8.) 

und es kann s,, da es noch alle Stammfactoren von r,, rs, •••• t^i, enthalt, 

lurch V2 dividirt werden, so dafs, wenn man 

4. Zi ^=^ V1Z2 
ttzt, Zi eine ganze Zahl ist Und zwar enthalt wieder Zi noch alle Stamm- 
ctoren von r3, 94, .... Tu vollstündig. 



112 iO. Ettcyklopääie der ZakhHtkearie» f. 87. «.28. 

E, Vermöge (3. n. 4) ist weiter 
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wo z^i noch alle Stammuhlen von r,. enthalten mufs und folglicb mit v mifgehi. 



z 



Also ist — nothwendig eine ganze Zahl; das heirst, z geht nothwendig 



H 



mit dem Product ii s= r^r^r^ ..*, 9„ auf; wie es der Lehrsatz behauptet. 

G. Sind dagegen nicht alle Stammfactoren jedes v von dem jedes 
anderen r verschieden, so kann es sein, dafs z« B, schon hei der Division von 
s durch Vi in (0.) Factoren V6n z weggenommen werden, die auch nodi 
fOr ein anderes r, s. B. far v^ ndthig sind, und fol^ieh sind dann in (4.) tüeht 
mehr nothwendig alle Stammfaotoren von ra^ rs^ r«, ^.«t r. in «i enthaben. 
Mithin geht dann in diesem Fall z^ schon nidit mehr nothwendig mit r, anf, 
und folglich auch z nicht mit u. 

Lehrsatz. 

Ztcei ganze Zahlen z und y kernten einander nicht andere gleich 
eein, ale wenn die eine alle die Stammfactoren der andern ohne Aue^ 
nähme enthält, und auch keine mehr; so dafe also eine ganze Zahl 
nur auf eine einzige Art durch die Multiplication aue Slawmfactoren 
zusammengesetzt werden kann. 

Beweis. Wenn « = y sein soll, so mufs y in z und sin y a«/^ 
gdien. Damit y \xl z aufgehe, mufs vermöge ($.24.) z alle Slammfacloren 
von y enthalten; also keiiien weniger als y. Und damit z in y anl|||fehe, 
mnlli y alle Stammfactoren von t enthalten; also y keinen weniger als z; folgüdi 
z keinen mehr als y. Es mufs also z alle Stammfactoren von y enthalten, keinen 
weniger und keinen fnehr als y, und umgekehrt» Folglich kann eine ganze Zahl 
nur auf eine einzige Weise ein Product von Slammfacloren sein. Andere Stamm«» 
factoren geben Zahlen, die nicht mehr in die vorige aufgehen und folglidi auch 
nicht ihr gleich sein können. 

S- 28. 
Lehrsatz. 

I. Eine ganze Zähl ist immer gerade, das heifsf^ sie geht mit 3 
auf, wenn entweder nur einer oder u^enn mehrere ihrer Factoren gerud'e 
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sind. Die Zahl kann nur dann ungerade sein, das heifst, nicht mit 2 
aufgehen, wenn kein einziger ihrer Factoren gerade ist. In diesem 
Falle aber ist z nothwendig ungerade. 

II. Alle Stammzahlen, aufser der einzigen Stammzahl 2, sind 
ungerade Zahlen. 

III. Jede gerade Zahl kann durch 

1. 2mn-fO + 2, +4, +6, +m, oder auch 

2. 2mn4-0 + 2, ±4, ±6, ±(m — I) 

•.ausgedrückt werden^ wo n jede beliebige Zahl und m in (1.) jede gerade, 

in (2.) jede ungerade Zahl sein kann. In (1.) wird durch 2mn±m eine 
und dieselbe Zahl doppelt atisgedrückt; in (2.) nicht. 

IV. Jede ungerade Zahl, also auch jede Stammzahl >% 
kann durch 

3. 2inn+l, ±3, +5, ±(m — 1), oder durch 

4. 2mn + l, ±3, +5, . . . . + m 

ausgedrückt werden, wo njede beliebige Zahl und m in (3.) jede gerade, 
in (4.) jede ungerade Zahl sein kann. In (4.) wird durch 2mn + m 
eine und dieselbe Zahl doppell ausgedrückt; in (3.) nicht. 

Beweis von I. A. Wenn einer oder mehrere Factoren der Zahl z 
gerade sind, also mit 2 aufgehen, so mflssen diese Factoren unter ihren Stamm" 
factoren nothwendig die Stammzahl 2 haben. Also kommt 2 untQr den Stamm- 
factoren von z ein- oder mehreremale vor. Kommt aber der Stammfactor 
2 auch nur einmal vor, so geht z mit 2 auf. Also ist die Zahl z immer 
gerade, sobald nur einer oder auch mehrere ihrer Factoren gerade sind. 

B. Ist kein einziger Factor von z gerade, das heifst, geht keinm der- 
selben mit 2 auf, so kommt in keinem, und folglich auch in z selbst nicht, 
der Stammfactor 2 vor. Hithin geht dann, und nur dann, z mit 2 nicht auf 
und ist folglich nothwendig ungerade. 

Beweis von II. C. Eine Stammzahl >*2 kann deshalb keine gerade 
Zahl sein, weil sie sonst mit 2 aufgehen, folglich einen Theiler >^1 haben 
mflfste, und mithin keine Stammzahl sein würde. 

Beweis von III. D. Dafs alle die durch (l.u. 2.) ausgedrückten 
Zahlen gerade sind, ist offenbar; denn sie gehen alle mit 2 auf. 

Dafs es keine andern geraden Zahlen weiter gebe, als die, welche 
durch (1. u. 2.) ausgedrückt werden, ISfst sich am kürzesten an bestimmten 
Werlhen von m zeigen. 

CreUe's Joarnal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 2. 15 
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a. Es sei zuerst für gerade m, z.B. iii=:6, also 7m = 12, so 
werden alle gerade Zahlen 0, 3, 4, 6, 8 etc. der Reihe nach wie folgt aus- 
gedrückt : 

0.12, 0.12 + 2, 0.12 + 4, 0.12 + 6, 

1.12 — 6, 1.12—4, 1.12 — 2, 1.12, 1.12 + 2, 1.12 + 4, 1.12 + 6, 

5 ^2.12 — 6, 2.12 — 4, 2.12 — 2, 2.12, 2.12 + 2, 2.12 + 4, 2.12 + 6, 

3.12 — 6, 3.12—4, 3.12—2, 3.12, 3.12+2, 3.12+4, 3.12 + 6, 

Für die erste horizontale Reihe ist n=:0, und die Zahlen, welche in dieser 
Reihe stehen, werden durch 2m.0 + 0, 2, 4, 6 (=»1) ausgedrückt. Für die 
zweite horizontale Reihe ist n=: 1, und die Zahlen, welche in dieser Reihe 
stehen, werden durch 2»i.l+0, +2, ±4, +6(=iii) ausgedrückt. Für die 
dritte horizontale Reihe ist n = 2 ; die Zahlen, welche in dieser Zeile stehen, 
werden durch 2m. 2 + 0, +2, +4, +6(= m) ausgedrückt; u. s. w. Allgemein 

also drückt, für irgend ein n, 2mn + 0, +2, +4, ±m Jede mögliche 

gerade Zahl aus. Dabei ist die letzte Zahl jeder Reihe ^eselbe, wie die 
erste der nächstfolgenden Reihe: also drückt 2mn + m eine und dieselbe Zahl 
doppelt aus. 

b. Es sei für ungerade m, z. B. 111 = 5, also 2iii= 10, so werden 
alle geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, 8, etc. der Reihe nach wie folgt ausgedrückt: 

0.10, 0.10+2, 0.10+4, 

1.10—4, 1.10 — 2, 1.10, 1.10 + 2, 1.10 + 4, 

6. ^2.10—4, 2.10 — 2, 2.10, 2.10 + 2, 2.10+4, 

3.10 — 4, 3.10 — 2, 3.10, 3.10+2, 3.10+4, 

Hier ist der Ausdruck der Zahlen in der ersten Zeile 0.10 + 0, 2, 4 
(=iw — 1), derer in der zweiten Reihe I.IO+O, +2, ±4(=»i — l), derer 
in der dritten Reihe 2.10 + 0, +2, +4 (=m — 1); und so weiten. Allge- 
mein also drückt 2mn + 0, +2, ±4, — ±(iw — 1), mit irgend einanWerth 
von n, jede mögUche gerade Zahl aus. Dabei aber kommt, in dem gegen- 
wärtigen Fall eines ungeraden m, anders wie in (5.) für ein gerades m, 
keine Zahl zweimal vor, und keine wird also doppelt ausgedrückt. 

Dieses ist zusammen, was (III.) behauptet. 

E. Auf eine Ahnliche Wdse läfst sich zeigen, dafs die durch (S. u. 4.) 
ausgedrückten Zahlen, welche offenbar alle ungerade sind, weil keine mit 2 
aufgeht, alle ungleichen ungeraden Zahlen sind. 
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IL Es sei zuerst für gerade m,^B. wieder m=6, also 3ffi=12, so wer- 
den alle ungeraden Zahlen 1 , 3, 5, 7, 9, . . • . der Reihe nach wie folgt ausgedrückt: 

0.12+1, 0.l2-f3, 0.12+5, 

1.12 — 5, 1.12 — 3, 1.12 — 1, 1.12+1, 1.12 + 3, 1.12+5, 

7. ^2.12 — 5, 2,12 — 3, 2.12-1, 2.12+1, 2.12 + 3, 2.12 + 5, 

3.12 — 5, 3.12 — 3, 3.12 — 1, 3.12 + 1, 3.12 + 3, 3.12+5, 

Die Zahlen in der ersten horizontalen Reihe werden durch Om+O, 1, 3, 
5 (=111—1) ausgedrflckt; also ist fflr sie n = 0. Die Zahlen der zweiten 
Reihe werden durch 2iit.l + l, +3, +5(=in— 1) ausgedrückt; also ist für 
sie n==l. Die der dritten Reihe werden durch 2iw.2 + l, +3, +5 (=m— 1) 
ausgedrückt; also ist für sie n=2; und so weiter. Für irgend M%en Werth 
von» drückt also 2 »111 + 1, ±3, +5, .... ±{tn — l) Jede möffHcAe nngerade 
Zahl aus, und zwar keine zweimal; denn in (7.) ist keine der Zahlen dieselbe. 
b. Für ungerade m sei wieder «1 = 5, also 2iii = 10, so werden 
aUi ungerade Zahlen I, 3, 5, 7, 9«... wie folgt ausgedrückt: 

0.10+1, 0.10+3, 0.10+5, 

1.10 — 5, l.lü — 3, 1.10 — 1, 1.10+1, 1.10+3, 1.10+5, 

8. •^2.10 — 5, 2.10 — 3, 2.10—1, 2.10+1, 2.10+3, 2.10+5, 

*3.10— 5, 3.10 — 3, 3.10—1, 3.10+1, 3.10+3, 3.10+5, 

Die Zahlen der ersten horizontalen Reihe werden durdi 2iii.0+l, 3, 5(=iii) 
ausgedrückt, und es ist für sie ii = 0. Die Zahlen der zweiten Zeile werden 
durch 2tii.l + l5 +3, +5(=t«) ausgedrückt, und es ist für sie n= 1. Die 
Zahlen der dritten Reihe werden durch 2//I.2+ I, +3, ±5(=m) ausgedrückt, 
und es ist für sie n=: 2; vu s. w. Also drückt allgemein 2mii+ly +3, 
±5, .... ±m für irgend ein njede mögliche ungerade Zahl aus; und zwar 
je die letzte in den verschiedenen Reihen zweimal^ denn je die erste in den 
nächstfolgenden Reihe sind dieselben. 

Dieses ist zusammen was (IV.) behauptet. 

Anm. F. Für die ungeraden StmnmzahUn setzt man am gewöhn- 
lichsten f/t = 2 und drückt sie also nach (3.) durch 

9. 4it + l 
aus; denn mehrere Eigenschaften der durch 4n+l bezeichneten Stammzahien 
sind, wie sich weiter unten ergeben wird, von denen der Stammzahlen 4n— 1 
Wesentlich verschieden. 

15 ♦ 



116 W. Ricjfklopädie der Zahlenihearie. f. 29. Fom. 1—8. 

$. 29. 
Lehrsatz. 
Es werde die beliebige ganze Zahl z durch ihre Slammfactoren 

a, b, c, d, n ausgedrückt, nemKch nach (§. 21.) durch 

1. z = aH'^cyd^ ,...11% 
wo a^ ß^ Y^ ^'i ^ ganze positive Zahlen sind. Alsdann geht 

I. Jedes Glied der Reihe, welche das Product 

2. P = (l4-a+a^...+a«)(l+b+b^...+b^)(l-fc + c^...+cy)... 

... (I + n4-n^...+nO 
entwickelt giebt, in z auf. Auch hat z keine andern Theiler aufser 
diesen Gliedern. 

II. Die Anzahl der Theiler von z ist, die Einheil und z mit ein-^ 
geschlossen, 

3. r = (« + I)(y3-f l)(y-fl) .... (y+I). 

III. Ist X (3.) eine gerade Zahl, so sind ^r Theiler von z kleiiker 
und \t Theiler gröfser als die Quadratwurzel aus z. Ist t tin- 
gerade, so sind i(T— I) Theiler von z kleiner und ^(r— 1) Theiler 
gröfser als die Quadratwurzel von z. Die Zahl z ist in diesem Falle 
eine Quadratzahl; alle die Zeiger a^ ß^ y^ .... v sind dann nothwen^ 
dig gerade, und der eine noch übrige Theiler von z, der durch 

4. |/z= a*«b*^c*y....n*' 
ausgedrückt wird, ist die Quadratwurzel von z. 

IV. Die Summe aller Theiler von z ist 

_ a«+'— 1 b/^+^— 1 cr+^— 1 n>->*— 1 

a— 1 b— 1 c— 1 n— 1 

Beispiel 1. Es sei 

6. « = 2'. 3^5 = 360, 
also 

7. a = 2, * = 3, c = 5, a = 3, /3 = 2, y = 1- 
Alsdann ist nach (1.) 

8. P = .(l-f.2 + 4+8)(l + 3 + 9)(l + 5), 
und dieses giebt, entwickelt: 
'9. P = l-f-24-4+8+3 + 6 + 12 + 24+9+l8+36 + 72-f 5 + 10+20 

+40+15+30+60+120+45 + 90+180+360. 
Jedes Glied dieses entwickelten Products geht in z = 360 auf und es giebt 
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keinen andern Theiler von z aufser diesen Gtiedern. Die Anzahl r der Tbei- 
1er ist 34, and (3.) giebt, wie gehörig, 

10. T = (3+ 0(24- 0(1 + 1) = 4.3.2 = 24. 
T ist hier also gerade. Die ^t = 12 Theiler 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 9, 18, 
5, 10, 15 sind klaner als die Quadratwurzel von 2, welche zwischen 18 und 
19 liegt; die fibrigen ^7=12 Theiler sind gröfser als y«. Die Summe s 
der Theiler beträgt 1170, und wie gehörig giebt (5.) 

= -7- . -;7- , — ^ = IO.I3.O = II/O. . 
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12. s = 2*. 3' = 144, '^ 

13. fl = 2, * = 3, a = 4, /? = 2 
ist, so ist in (1.) 

14. i»= (l4-2-f4+8-f 16) (1-1-3 + 9), 
und dieses giebt, entwickelt: 

15. P= 1+2+4+8+16+3+6+12 + 24+48+9+18+36+72+144. 
ÄUe Glieder dieses entwickelten Products sind aufgehende Theiler von « = 144. 
und es giebt keine andern. Die Anzahl r dieser Theiler ist 15, und (3.) 
giebt, wie gehörig, 

16. T = (4+0(2+0 = 5.3 = 15. 
T ist Uer ungerade. Die \{x— 1) = 7 Theiler, 1, 2, 4, 8, 3, 6, 9 sind 
kleiner als die Quadratwurzel von «, welche 12 ist; die \{r. — 1) = 7 Theiler 

16, 24, 48, 18, 36, 72 und 144 sind gröfser als die Quadratwurzel aus «, 
Der letzte, löte Theiler ist 12, nemlich 

17. y« = 2*. 3* = 2».3 = 4.3 = 12. 
^ ist hier eine Quadratzahl. Die Summe der Theiler ist 403, und wie ge- 
hörig giebt (5.) 

18. . = ^5f.-|±f = ^.f. = 3».n=403. 

Beweis von I. JL z kann nicht mit andern Stammzahlen als a, 
^, €, d, .... n aufgehen (§. 14. IL u. §• 24.). Es geht aber nach (§. 14. 1.) 
%Kiit a, b, c, .... n und mit allen Potenzen von a, b, c, .... n auf, deren 
-^«eiger nicht höher sind als o, ß^ /, .... r^ und mit keinen andern; so wie 
^^%iit allen Producten dieser Potenzen; denn alle diese sind Factoren von z, 
^^Ib kommt daher nur darauf an^ die verschiedenen möglichen Producle jener 
^S^4>tenzen zu finden. 



J 
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B. WAre zuerst blors 

19. z=^itb^, 
so wären die sämmtlichen möglichen Theäer yon z die Potenzen ä^=zl^ «*, 

0% f/, «" von fl, und ä"=J, ä*, A^, ä% .... b^ von *, nd»t allen 

möglichen Producten derselben. Man findet dieselben alle, nemUdi die Pra^ 
ducteuad iie Potenzen selbst, wenn man 1-fa-f ^^ ••••-^^ niit l*{-d-f A^... 
...-\-b^ multiplicirt Denn zuerst Imal 1-f a-}-a^....-{-a'' giebt alle Potenzen 
von a, welche vorkommen können. Darauf 6mal i'\-a-\'ä^ .... -\-af giebt alle 
möglichen Producte jener Potenzen mit b, so wie b selbst. 6^mal l'\'a-\-a^... 
r...-f o" giebt alle möglichen Producte der vorkommenden Potenzen von a mit 
A^, so wie 6^ selbst. Und so weiter. Die Multiplication von 14-«+«^. •♦. + «" 
mit l4-*+A^---+*^ giebt also alle möglichen Producte der hier vorkommen- 
den Potenzen von a, mit allen vorkommenden Potenzen von ä, und zugleich 
die Potenzenvon a und b selbst; also Altes ^ was gesucht wird. Mithin sind die 
verschiedenen Glieder des Productes (1-f ^^^^••••4"^)(*+*~l"*^---f'^) 
sammtlich Theiler von z=za''b^ (19.) und es giebt keine anderen. 

C Es sei ferner 

20. z==ifb^cr, 
so gehen offenbar in z zunächst alle Theiler von o" b^ auf^ und keine anderen 
mit nur a oder b zu Stammfactoren. Sie gehen aber alle auch dann noch 
in z (20.) auf, wenn man sie noch mit c, mit c^, mit c^ u. s. w. bis <^ tnnl«- 
tiplicirt; jedoch nicht mehr, wenn sie mit einer höheren Potenz von c ah c^ 
/nultiplicirt werden. Also findet man die sAmmtlichen Theiler von z (20.), 
wenn man diejenigen von z (19.) mit 1, c^ c^ ... . c^ mullqitidrt. Die simmt*^ 
liehen Theiler von z (19.) waren die Glieder des Products (1-f ä4"^^*— + ^*) 
(1-f Ä-j *^... + *0 (B.), also sind die Glieder des Products (l4-Ä-ira^—4-«") 
(\J^b-\-b\...'\-b^){l'\-C'\-c\...'\'Cy) sämmlliche Theüer von z (20-), und 
es giebt keine andern; denn es können keine höheren Potenzen von c vor- 
kommen als c^; die Theiler 1, c, i:% .... c^ selbst aber, mit welchen z eben- 
falls aufgeht, finden sich in dem Product durch das Glied 1, welches in 

(1-f a-f-a^...-} «•')(l+*+*^--+*^) vorkommt, ebenfalls. 

A Ganz auf Ähnliche Weise folgt, dafs man, im Fall 

21. z = itb^cf d^ 

ist, alle möglichen Theiler von z findet, wenn man der Reihe mcb aHe Tbei* 

ler von z (20.) mit 1, if, ilS . ... iH multiplicirt, folglick, da jene Theiler 

nach (C.) die Glieder des Products (1-f a-f-«^. ..+««) (l+*-f*^*^.-f^*») 
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(1-f c-f c^-'^+^O sind, wenn man dieses Produoti noch mit l-f-df-}-df'....4-d^ 
multiplicirt; und so weiter; so dafs also zuletst die Glieder des Prodnets P (2.) 
aDe möglielien Tlieiler von z (1.) sind; wie es (I.) behauptet 

Beweis von II. E. Die Anzahl der Glieder des ersten Factors 
l-fa-f «^••••-f ^ von P (2,) ist a-^-l. Multiplicirt man diese Glieder mit 
den /S-fl Gliedern des zweiten Factors l-|-6+*^**-* + *^^ so lief ert ßdes 
Glied dieses zweiten Factors a-f 1 Froducte, also giebt die Multiplication der 
beiden Factoren überhaupt («4~0(/^~f'l) Glieder; und zwar sind alle diese 
Glieder unter sich verschieden. Denn die ersten unter sich verschiedenen 
a-fl Glieder, weldie aus der Multiplication von 1-f-«-ffl^ •••• + «" mit 1 ent- 
stehen, enthalten kein b; die zweiten a-f-l Glieder, welche aus der Multipli- 
cation von l-f*tf-f ^^****~f^ ™^^ ^ entstehen, enthalten sämmtUeh b, aber 
keine höhere Potenz von bf die dritten a-f i Glieder, welche aus der Mul*- 
tiplication von 1-f ^ 4~^^****4~^ ^'^ ^^ entstehen, enthalten sämmtlich 6% 
und keine höhere Potenz von b u. s. w. Also sind die («-f l)(/9-f^) Glieder 
sämmtlich von einander verschieden. 

F. Multiplicirt man weiter die sämmtlichen (ct-\-l)(ß'\-l) Glieder, 
welche das Product (l-fa+a\..,-fir')(l4-A+Ä^+,. .•+*'') enthalt, und 
welche sftmmllich Theiler von z sind, mit den y-^-i Gliedern von 1-f c-f ^••* 
...-f ^^ so entstehen, da jedes dieser Glieder («-f Of/^-^O Glieder liefert, zu- 
sammen (a-f l^C/^-j l)(/-f Glieder, die alle wieder von einander verschieden 
sind, weil die ersten unter sich verschiedenen («-f i)(/3-f 1) Crlieder gar kein 
c, die zweiten («-fOC/^-f ^) ^^^ ^ herkommenden Glieder sAmmtlich c als 
Factor, die dritten (a-f l)(/3-f ^^^ ^ herkommenden Glieder sSmmtlich & 
als Factor enthalten, u. s. w. 

So folgt dann, wenn man weiter mit der Multiplication der Factoren 
von P (2.) fortfahrt, dals die Anzahl der Glieder dieses Products gemAfs 
(3.) T = («+!) (/94-l)(y4-l)....(i'+l) ist; und alle diese Glieder sind von 
einander verschieden. Das ist was (IL) behauptet 

Beweis von III. G. Da z (1.) mit allen Gliedern des Products P 
(2.) aufgeht, so ist, wenn Zi irgend eines dieser Glieder und z^ den Quo^ 
üenten von z dividirt durch Zi bezeichnet, 

22. ;s = ZiZ2^ 
wo Z2 eine ffonze Zahl ist. Hieraus folgt, dafs auch der Quotient z^ in z auf-* 
gehen und folglich nothwendig ebenfalls eins von den Gliedern des Products 
P sein mufs. Zu Jedem Gliede des Products P gehört also nothwendig ein 
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zweites f welches, mit ihm multiplicirt, z gfiebt. Aber die Glieder des Pro- 
dacts P sind alle miter sich verschieden (F.) : also können in (22.) Zi and Z2 
einander nicht gleich sein, es wäre denn, dafs z^ mit eich selbst multiplicirt 
z gäbe und also z eine Qtmdratzahl wäre. 

Ist dies nicht der Fall, so ist nothwendig Zi entweder kleiner oder 
gröfser als ]/«. Zu jedem «i^y'« gehört aber, wegen ZyZ-i'==^z (22.) 7 ein 
7^ Z> ^z. Also giebt es in solchem Falle gerade eben so viele Glieder <C ^^ 
als Glieder >>y'2, und folglich von jeder Art j^r. 

Ist dagegen ein Glied vorhanden, welches, mit sich selbst multiplicirt, 
z giebt, so bleiben noch r — 1 Glieder übrig^ und diese sind dann alle, ent- 
weder <i'^z oder >}fz. Von diesen t — I Gliedern gilt wieder dasselbe wie 
vorhin; und folglich sind ihrer ^(r — 1) kleiner und ^(r — l) grOfser als y«. 
Das übrig bleibende eine Glied ist =]/z. 

H. Aber die Zahl r der Glieder selbst entscheidet, ob ein Zi statt 

finden könne, welches, mit sich selbst multiplicirt, z giebt. Ist nemlich t 
gerade^ so ist |r eine ganze Zahl und folglich bleibt, da nach (6r.) j^r Glieder 

kleiner und ^r Glieder gröfser als ]^z sein müssen, Ar^n Glied übrig, welches 
gleich ^z sein könnte. Die Zahl r (3.) ist aber nach (§. 28. 1.) immer gerade, 

wenn auch nur ein einziger ihrer Factoren «-f^? /^"fl^ J^'f^^ i'-f-l 

gerade, also nur ein einziger der Exponenten c^, /9, ^, i^ ungerade ist. 

In solchem Falle also giebt es keine Quadratwurzel aus z, die eine ganze 

Zahl wäre. - 

Ist dagegen r ungerade, so ist 4^(r — 1) eine ganze Zahl, und da als- 
dann i(T— I) Glieder kleiner und i(T— 1) Glieder gröfser ab }^:c sind (©.)? 

so bleibt ein Glied übrig, welches, mit sich selbst multiplicirt, z giebt. E? 

ist aber r nach (§. 28. 1.) nur dann ungerade, wenn keiner der Factoren cf-f 1 

/?-f 1, y+^9 — ^+ ' 9^f^f also wenn keiner der Exponenten a, /9, y, . 

. . . r ungerade ist. Also nur in diesem Fall giebt es eine ganzzahlige Qu? 

dratwnrzel von z. Dieses zusammen ist was (HL) behauptet. 

Beweis von IV. /• Die Summe der sämmtlichen Glieder des € 
wickelten Products P (2.) ist der Werth des Products selbst. Nun ist 

23. I+« + öN «'•— + «"= "^^'^^ 



denn multiplicirt man hier rechts und links mit a — 1, so ergiebt sich 



i a'\-a''\-a''\'a''....'\-a''' 
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Wie gehörig. Eben so ist 1+*+*'....+*^ = ^^'^^, l+e+c*....c'' = 

" T— , Q. 8. w. Also lA&t sich P^ dessen Werth in (5.) durch s bezeichnet 

worde, wie folgt ansdrficken: 

wie (IVO es behauptet. 

Anm. Die Hauptmomente in dem Beweise sind, dafs der Ausdruck (1) 
von z mit keinen höheren Potenzen von a, b, c, .. . . n aufgeht, als mit 
denen, deren Exponenten a, /9, ;^, .... v sind; sodann, dafs alle diese Poten- 
zen in den Gliedern des Products P (2.) vorkommen; und endlich, dafs alle 
Glieder des Products P von einander verschieden sind. 

§. 30. 
Lehrsatz. 
Jede Menge von Einheiten, also jede ganze Zahl z^ kann, wenn 
a mu beliebige andere, kleinere Menge von Einheilen bezeichnet, durch 

1. « = x«a» + x,.ia«^* + x„^,a"-'+x„^a"^^ +x,a-fxo 

auegedrückt werden , wo die x sdmmüich ganze Zahlen und sämmtlich 
kleiner als a sind, m ist ebenfalls eine ganze Zahl, deren Gröfse sich 
nach % und a riehteL Die x können für ein^ und dasselbe z und tt Jedes 
nur einen Werth haben. Bestimmt man für die verschiedenen JVerthe, 
welche die x haben können, und deren a — 1 sind, ausschliefsliche, wilU 
kürUehe Zeichen, und dann noch für Null ebenfalls ein Zeichen, so 
kann z durch diese Zeichen, blofs der Reihe nach hinter einander ge^ 
schrieben, ausgedrückt werden, ohne a selbst zu schreiben. Dieses Mittel 
Mengen von Einheiten auszudrücken, giebt die Zahlensysteme. Die 
Zmchen für die verschiedetien möglichen Werthe von x sind die Ziffern, 
und die verschiedenen Potenzen von a werden als Aen so viele verscUe^ 
dene jSinheiten betrachtet, deren JVerthe die Stellen der Zigem schon 
ausdrücken. In dem üblichen dekadischen Zahlensystem enthält a zehn 
Einheiten, und die a — I Ziffern 1, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9, nebst dem 
Zeichen für Null, reichen hin, jede Menge z von Einheiten, also Jede 
ganze Zahl auszudrücken. 

Beweis. A. Welche Menge von Einheiten audi z enthalten mag: 
es wird immer durch wiederholte Mnltiplication von a mit sich sdbst, sobald 

CMIe*8lo«nuafla.M. Bd.XXVlI. Hefl2. 16 
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a mehr ab eine Einheit enthalt^ en einer Zahl oT zu gelangen sein, die, wenn 
man sie noch einmal mit a mnltiplicirt, eine Zahl giebt, welche gröfMtr ist 
als z. Denn durch wiederholte Holtiplication mit a kann man die Menge dw 
Einheiten in dem Product bis nis Unendliche vergröfsem. 

B. Ist nun a*" diejenige Potenz von n, welche noch kidner als z 
ist, aber, noch einmal mit a moltiplicirt, eine Zahl giebt, die gröfser ist als x, 
so wird sich z durch 

2. s = <a?« fl" -}- ^1 
ausdrücken lassen, wo ^„<;a und r^<^or ist. Denn wflre x^ gleich n 
oder >>Ä, so wäre x^a'^^r^ gleich ii'"+*+^i9 ^^ gröfser als «^ g^en 
die Voraussetzung; r^ aber kann immer <iar gemacht werden, da man nur 
oT so oft von z abziehen darf, als es möglich ist. 

C. Da also r^<iar ist., aber möglicherweise >>fl"^* sein kann, so 
wird sich aus gleichen Gründen r^ wieder wie folgt ausdrücken lassen: 

3. r, = a?^«i<r-'-f-r,, 
wo wieder a?^_j nothwendig <Cö nnd ra-cC«'""* ist. Eben so wird weiter 



gesetzt werden können, bis man zuletzt auf ein r kommt, welches kleiner als 
a selbst ist und folglich in die Reihe der x gehört, die alle <ia sind. 

D. Substituirt man die Ausdrücke (2., 3. u. 4.) in einander, so er- 
giebt sich der Reihe nach 

z = x^ar\r^^ 

z = a:^ö'" + a:^.,a'"-*4-r,, 

Der letzte dieser Ausdrücke von z ist der (1.) des Lehrsatzes. 

K. Bestimmt man nun für die a—\ verschiedenen Werthe, welche 
X haben kann, eben so viele ausschliefsliche, verschiedene Zeichen oder 
Ziffern, z.B. für das dekadische System die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
und 9 und für Null das Zeichen 0, so kann zunächst a selbst blpfs durch 10 
bezeichnet werden; denn für 2 = a sind in (1.) alle x, mit Ausnahme von 
i7i, gleich Null; x^ aber ist =1. Also ist z oder x^a-^-x^ hier 1.4?-f-0.1, 
und wenn man nun x selbst als eine neue Einheit betrachtet, welche sehn 
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der einfachen Einheiten enthalt, so kann man blofs schreiben 1.1-}- 0.1, oder 
zusammengezogen 10, wo schon die Stelle der 1 ausdrückt, dafs die nächst 
höhere Einheit gemeint sei. 

Eben so sind für «=a' alle x, mit Ausnahme von ar,, gleich Null, 
und a?2 ist =1. Also ist « = a?^ifl'+0.1 +0 = l.l-fO.l+O, wofür 
zusammengezogen blofs 100 geschrieben werden kann, da die Stelle der 1 
schon anzeigt, welche Potenz von a gemeint sei. Und so weiter. 

Sind nun die yerschiedenen x nicht Null, so multipliciren sie der Reihe 
nach die verschiedenen Einheiten oder Potenzen von a, deren Exponenten 
schon von den Stellen der Ziffern angezeigt werden; denn keine Ziffer, da sie 
nur ein einziges Zeichen ist, nimmt mehr als eine Stelle ein. 

Also Isfsl sich jede Menge z von Einheiten blofs durch die hinter einander 
geschriebenen Ziffern oder Mengen der verschie^denen Potenzen von a ausdrücken. 

F. Um zu zeigen, dafs für ein- und dasselbe z und a, die x jedes 
nur einen Werlh haben können, setze man, es könne ein- und dasselbe z^ 
aufser vne in (1.), auch durch 

6. « = ym«" + y«-ia'^'+y«-.2ö'""' •••• +yifl+rü 

ausgedrückt werden, wo die y von den x in (1.) verschieden sind. 
Man ziehe (6.) von (1.) ab, so ergiebt sich 
7. = (a:^— y«)a'"+(j?^.— y^Ja"-*-f-(ar^.a— y^«,)«'"-* .... 

....-f(a?,— y4)a»-f J?o — ro.- 
In diesem Ausdruck geht rechterhand Alles bis auf x^ — yo mit a auf, also 
mufs nach ($. 18.) auch Xo—y^ mit a aufgehen. Dies aber ist nicht anders 
möglich, als wenn a:«— yo gleich iVtiW ist, da ar« und y** beide nach der Vor- 
aussetzung <;a sind und also auch x^^ — yi)<i^ ist. Also mufs nothwendig 
yo ifMch jTd sein. 

Lfifst man Xo—y^^ ab Null, aus (7.) weg und dividirt was übrig bleibt 
durch Of so ergiebt sich 

8. = (a?^-yJrf--"H(x,-i-y..,)«'"-H(a?„^,-y«.,)«'^' .... 

. . . .-[-(a^j — ya)^!"^! — yi9 
^tmd hieraus folgt, ganz aus demselben Grunde wie vorhin, dafs anch y^ gleich 
<^i sein mufe. 

Lafst man wieder ^i — yi, als Nufl, aus (8.) weg und dividirt was 
^t&rig bleibt durch m^ so folgt ferner, dafs auch y, gleich x^ sein mufs. und 
80 weiter für alle x und y bis zu y^=zx^ selbst. Also können für ein- 
lud tfasielbo z und a die ^et in (1.) jedes fwr wsen Werft haben. 

16 ♦ 
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S. 31. 
Lehrsatz. 
L Jede ganze Zahl ist die Summe dieser oder jener Potenzen 
der Zahl 2; und zwar nur auf eine Art. 

IL Jede ganze Zahl ist die Summe dieser oder jener Potenzen 
der Zahl 3, weniger der Summe dieser oder jener Potenzen derselben 
Zahl 3; und zwar wieder nur auf eine Art 

Beispiel OT L Es ist 83 = 64 + 16+2 + 1 = 2«+2*+2*+2«.; 
74=64+8+3=2«+2'+2* ; 181 = 128+32+16+4-f I =2^+2*+2*+2»+2« 
u. s. w. 

Zu IL Es ist 83 = 81+3 — 1=3*+3* — 3"; 74 = 81—9+3—1 
= 3*_3a^3i_30; 181 = 243— 81+27 — 9 + 1 = 3* — 3*+3»—3«+3". 

Beweis yon L JL Nach (§• 30.) kann Jede ganze Zahl durch 

1. « = ^«ir + a?^»ia'— * + ar^a«*^ •••• +^ifl + ^u 
ausgedrflckt werden, wo a willkürlich ist und alle x<ia sind. 

Setzt man also das willkürliche a = 2, so k&nnen die d? nur 1 oder 
sein. Also wird jede Zahl z durch 

2. « = a?,2-+a?,.,2--*+a?^,2--» .... a?,2 + a?o 
ausgedrQckt, wo die a: nie grOfser als 1, jedoch diese oder jene x auch 
Null sein können. Also wird jedes z blofs durch dnmal genommene Potenzen 
von a = 2 ausgedrflckt, unter welchen diese oder jene fehlen können. Jedes 
z ist also die Summe dieser oder jener Potenzen (nemlich derer, die nicht 
fehlen) yon der Zahl a = 3. 

B. Femer können f&r ein- und dasselbe z und a die :r (2.) nach 
(§.30.) jedes nur einen Werth haben: also kann auch hier z nur auf eine 
Art aus diesen oder jenen Potenzen von 2 zusammengesetzt werden. 

Beweis von 11. C. Setzt man in (1.) a = 3, so können die x^ 
weil sie <^a sein sollen, nur 0, 1 oder 2 sein. Diejenigen, welche oder 
1 sind, geben die Potenzen von a = 3 entweder gar nicht, oder blo& ein- 
mal. Fflr diejenigen, welche 2 sein müssen, setze man 2=:3 — l=:a — 1. 
Dadurch geht das Glied, welches 2 zum Coöfficienten hat, mit einem seiner 
Theile in die nfichst höhere Potenz von a^ also zu dem nfichstvorhandenen 
Gliede Ober, der andere Theil aber kommt dann nur einfadh, und zwar negativ 
vor. Z.B. wenn zwei aufeinander folgende Glieder in (1.) :ri3^ + 2.3^^ 
wfiren, so verwandeln sie sich, wenn man 3—1 statt 2 schreibt, in 
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^».3*+3.3*-*~3»-* = a:j.3»+3»-3»-* = (a?i+I)3*-3*-*. Ist hier x^ 
nicht 0, sondern 1, so bekommt 3^ zun Co^fficienten 2 und man kann wie 
vofiiin yerfahren. Ist Xi schon 2, so kann man znvor schon statt dessen 3 — 1 
statt 2 setzen, n. s. w., falls es nöthig ist, bis zum erifien Gliede x^oT hinauf, 
wdches, wenn a:^ = 'i wSre, 3.ii* — a* = a*^*— rf* geben würde. Also 
lassen sich flberaU die CofifiGdenten 2, wo sie vorkommen, wegschaffen, nnd 
es lassen sich die x blofs anf -fl? —1 imd reduciren, also so, dafs z 
blofs dorch eine Summe dieser oder jener Potenzen der Zahl 3, weniger der 
Summe dieser oder jener andern Potenzen derselben Zahl 3 ausgedrückt wird. 
D. Dafs solches nur auf eine Art geschehen kann, folgt daraus, 
dafs in C2.) die x nach (§. 3a) allgemein fflr ein- und dasselbe a und z 
jedes nur einen Werth haben können. 

§. 32. 
Lehrsatz. 

Wenn man eine beliebige gegebene ganze Zahl Z nach ($. 30. 1.) 
äurch 

1. Z = x,A--f x„.,A»-*+x„^A'-'....-fx,A'-fxtA+Xc, 
auedrückt j und man eetzt 

2. nA = ®s+r, 

wo s Wenfälle gegAen^ n willkürlich aber zu s theilerfremd und 
r<Cs iet, eo geht Z (1.) mit der Zahl s auf, oder nicht auf, je nachdem 

3. z = x„ r" +nx«.4 r-^'-fn^x,^ r-^+n'x„.,r— ^ . . . 
, . . 4-n"~^X2r'-f ^'*"*^i'^4"'*"'^» 
mit s aufgeht, oder nicht aufgeht. 

Beweis. Ä. Wenn man von (2.) z. B. die Arte Potenz nimmt, so 
ist nach ($.11. No.5.) 

4. n^A^ = ®^+r*/ 
4dso der Reihe nach 

ri'A^ = ®*-f r^ 
n'A^ = ®*-j-^^ 
n*A^ = ®#+r% 
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B. Nun multiplicire man (1.} mit n*", so ergiebt sich 

Setzt man hierin die Ansdrflcke von nA, n^Ä\ n^A\ . • . ., so erhilt man 
7. f^Z = x^ (@Ä-j.r~) 



oder, nach (§.11.), 

. . . . -f n— ^a?2 i^+n^-'ar^ r 4-ii'"a?ü , 
oder anch, dnrch (3.) ansgedrflckt, 

9. n'^Z = ®*+«. 

C Geht nun hier z mit # auf, so gehen die bmden Glieder &s' nnd 
« mit # auf. Also mufs alsdann nach (§.18.) auch das dritte Glied n'^.Z 
mit s aufgehen. Aber n ist nach der Voraussetzung zu s tAeiteffremdj also 
auch fT. Mithin geht von den beiden Factoren n'" und Z der Factor n"* 
nicht mit # auf. Dieserhalb mufs zufolge (§. 25. L) nothwendig der andere 
Factor Z mit « aufgehen. Also folgt, dafs, wenn z (3.) mit e aufyeht^ 
auch Z (1.) mit ^ aufgehen mufs. 

A Geht in (9.) z nicht mit ^ auf, so kann auch Z nicht mit e auf- 
gehen, denn sonst wfire — — , so wie — —^^ ®, eine ganze Zahl, also auch 

m = — , eme ganze Zahl, — dagegen ein Bruch, uad 

einer ganzen Zahl kann ein Bruch nicht gleich sein 

Dieses zusammen ist was der Lehrsatz behauptet. 
Anm. Der Beweis beruht auf (§.11, 18. und 25. 1.). 

§. 33. 
Aufgabe. 

Ob eine gegebene ganze Zahl Z mit einer andern gegebenen Zahl e 
außfehep vermittels anderer , vimi Z mid e abh&ngender Zahlen z zu finden^ 
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die, wAhrend sie kleiner sind als Z, die Eigrenschaft haben, dafs, je nachdem 
sie mit e aufgehen oder nicht aufgehen, das Gleiche auch mit Z geschidit. 

Auflösung. A. In ($.32.) zeigte sich, dafs 

1. Z = T^A^+x^^.A'^'+x^^^A'^-^ .... •{'X^A'-^-x.A^x^ 
mit » aufgeht, oder nicht aufgeht, je nachdem die Zahl 

2. « = ^.n^'" + a?^-ini^-* + jr^.jiiV^-*+a?^2iiV"-' .... 

in deren Ausdruck 

3. nA = %e\r 

n eine willkürliche zu s theilerfremde Zahl ist, mit e aufgeht oder nicht anfyeht^ 

B. Dieser Satz kann zur Auflösung der gegenwärtigen Aufgabe dienen. 
Denn da r in (3.), wenn man es den echten positiven oder negativen Rest 
zu s sein Ififst, jedenfalls <;^^ und wenn man fQr r den unbedingt echten 
Rest zu 9 nimmt, sogar <^\s ist, und man von den Multiplicatoren der x in 
(2.) wiederum nur die echten Reste zu s zu nehmen braucht: so sind die 
Multiplicatoren der x in (2.) immer kleiner als in (1.), und folglich ist immer 
z kleiner als Z. Der Ausdruck (1.) für Z aber drückt nach (§• 30.) jede 
beliebige Zahl aus, und es ist nicht nöthig, dafs man grade, wie im dekadi- 
schen System, A=^iO setzt, sondern es kann fflr A willkürlich eben sowohl 
10' = 100, 10^ = 1000 und so weiter genommen werden. Setzt man A = 10, 
so sind die x blofs einfache Ziffern <C 10. Setzt man ^1=100, so sind 
die X Zahlen von 2 Ziffern und << 100. Überhaupt sind die x, wenn man 
J= 10^ setzt, Zahlen von k Ziffern, aber jedenfalls <iA. Für das deka- 
dische Zahlensystem heifst die Gleichung (3.) allgemein 

4. n.IO* = ®*+r, 
und in dieser Gleichung sind die beiden Zahlen k und n willkürlich. 

C. Da nun z (2.) tun so kleiner sein wird, je kleiner r und n sind, 
insofern nicht k wiederum die x sehr grois macht, so wird man die willkür- 
lichen n und k so anzunehmen suchen müssen, dafs die r und n möglichst 
klein sind. Am vortheithaftesten ist es offenbar, wenn r und n beide = 1 
sein können; und gut, wenn wenigstens eins von ihnen = l ist. 

D. Wenn s eine f heilbare Zahl ist, so darf man eigentlich nur unter- 
suchen, ob diejenigen Stammzahlen, oder diejenigen Potenzen von SfMnm^ 
•zahlen, welche die Factoren von e sind, in Z aufgehen oder nicht. Denn 
"^enn alle diese Factoren in Z aufgehen, so geht auch « in Z auf (§. 26.). 
Soch hindert niditd, auch e auf einmal in Rechnung zu bringen, wenn man 
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nw fttr n Zahlen setzt, die mit # keinen Theiler gemdn baben. Vor Alirai 
kommt es indessen auf die StammzaUen an. 

E. Anch kann, wenn ja z noch eine sehr frefie Zahl ist, anf die- 
selbe das Verfahren wiederholt angewendet werden, nm su noch ktmunren 
Zahlen ra gelangen, mit welchen zugleich Z mit # aufgehe oder nicfat anfj^he. 

Beispiele. 
iVo. /. Es sei 

# = 3 und # = 3' = 9. 
Für diese beiden Werthe von # ist schon 

5. 10 = ®.3+l = ®.9+l; 
also n=l, Ä=l, r=l und in (2.) 

WO, wegen A:= 1, die or die blossen Ziffern von Z sind. Also gdit die 
Zahl Z mit 3 und 9 auf, wenn die Summe ihrer Zigfkm mit 3 und 9 auf- 
geht; wie bekannt. 

iVo. 2. Es sei 

* = 27 = 3\ 

Hier ist 

7. Itf = 37.27+1 = ®.27-f 1; 

also ist hier n=l, Ar =3 und r=:l, und folglich in (2^) wieder 

8. Z = ^o+^l*}"^« • • • • "|"^m> 

WO aber, wegen Ar == 3, die j? die Zahlen sind, welche je drei Zi/fem von 
Z von der Rechten zur Linken ausdrflcken. Folglich geht Z mit 27 auf, 
wenn die Summe Jener Zahlen x mit 27 aufgeht. 

Wäre z. B. 

9. Z = 25084365147, 
so wfire 

10. z == 147 + 365+84 + 25 = 621. 
Dieses z geht mit 27 auf, also mufs auch Z mit 27 aufgehen; was auch der 
Fall ist. 

iVo. H. Es sei 

* = 81 = 3\ 

Hier ist 

11. 10^ = 12345679.81 + 1 = ®.8l + l, 

also ist hier ii==l, * = 9, r=l und in (2.) wieder 

12. z = a?y+a?4+ar2 +«^mi 

wo, wegen ^ = 9, die x die Zahlen sind, welche je umii Ziffern von ^ 
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von der Reditra zur Linken ansdrfldieiif'nid Z geht mit 81 auf, wenn die 

Summe dieser Zaiden' mit 81 aufgeht. 

Da aber ar Uw sehon ^wenigstens 9 Ziffiem hat, nnd also sehr groils ist, 

so mag man (4.) anders anmwenden versachen. 

Es fat 

13. 8.10 s= ®.8t — 1, 

also »=8, k^T^U ras — 1. Dieses gid»t nonaehst in (3.) 

14. * = (— 1)" [«,— «««-i+ü'«,^— »»«»_, .... ±«"^»iT«"«o]. 

Sodann ist (nach f. 11. Anm. gereehnet, nemlieh die editen Reste (f der Mul- 

tipUeatoren der x genommen}: 

n =8, also p» = -j- 8, 

»» =to 6.81 — 17, also f^_, tt= — 17, 

»» = ®. 81 4-26, also p«., = + 26, 

In« = ®.8l-:-35, also 9^ =-35, ^^^ '«^•"*'» ^ ^^ 

16. 7 «• = ® .81 - 37, also ^^ = - 37, ^«^«^ dieselben; nnr ha- 

*• = <».81 + 28, also f ,^ = -f 28, *»*"■'« entgegengeseUte 

I»' = ©.81 - 19, also p«_e = - 19, Zeiehen.) 

1^ «= ®.8J »f 10, also ^^7 = -f 10, 

n* s= (S>.81— 1, also f „^ = — 1; 

folgUeh ist in (14.) 

16. « = ±[a?«.— 8.««^— 17.«^, — 26.««^— 35.«^-j.37.*^ 

^28.«^-)- 19.««., -f 10.*^+ .....], 
wo die X die Uofsen Ziffnn der Zahl Z von der Linken cor Rechten sind. 
Wire S.B. 

17. Z = 7943949936972, 
so wAre nach (16.) 

«=+[7— 8.9— 17.4-26.3 — 35.9+37.44-28.9+19.94-10.3 

4-1.6—8.9 — 17.7—26.2] oder 
31. »=±=±[7-72-68—78-^3154-1484-2524-1714-304-6—72-119-52] 

i= ±(614-776) = qFl62. 
Dieses x geht nüt 81 anf, also nrab aaäi Z (17.) mit 8t ansehen; was an<^ 
der Fall ist. 

No, 4. Es sei 

# = 7. 

Hier ist 

19. 10» a= 143.7 — 1, 

CtOtU Snnü f . d. M. Bd. XXVIL H*A S. 17 
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tko «1=1, k—3 und r=3 1 ud in (3.) 

20. * = X«— Xj+x,— «, .... ±x^, 
wo die X die Suffirigen ZiUen in Z von der Redtten aar lAkm «Ind. 
Wire S.B. 

21. Z = 80939417280533, 
so wAre snfolge (20.) 

22. z = 533—280+417—939 + 80 == 1030— 1219 == — 189. 
Dieses z geht mit 7 aof; also aach Z. 

Wollte man (4.) anwenden, so könnte man setien 
23. 5.10 = ®.7+I; 
also wfire «t = 5, k=l und r=l. Dieses giebt fQr z in (2.) 
24. » = x„ + »x«_i+ »»x,^ + n'x^, ..... + »-x„. 

Nnn ist 

!n = d,7— 2, *♦ = ®.7+2, %• = ®.7 — 2, 
»* = <S».7— 3, «» = (9.7+3, 1^ = ®.7 — 3, «.8.W. 
»» = (9.7—1, ii« = ®.7+l, n« = (&,7— f, 
also in (24.) 

z = x„ — 2x^,— 3x«_, — x^, + 2x,^+3x,,j + x,^ oder 

26. z = x^— x^,+ x_— x«^ .... — 2(x,_, — x^_»+x«_, ....) 

— 3(x,,_j — X,|_a+X,_j •••♦)» 

WO die X die einfadien Ziffern von Z sind. Dieser Ansdn»^ giebt %. B. fttr 
die Zahl Z (31.) 

« = 8— 3 + 1 — 8 + 3— 2(0— 9+7 — 0+3) — 3(9— 4+2 — 5) oder 
2T. , = +i_2(+0-3(+2) = +1— 2— 6 = -7. 
Dieses z geht mit 7 aof; also aach Z. 

A^o. 5. Es sei 

* = II. 
Hier ist 

28. 10 = ®.U— I und Itf = ®.U + 1, 
also n= t und r= — I für *= 1, r = + l für *= 2. Mithin giebt (8.) 

29. » = — a?« + x^_, — x^_,+ x«_, . . . . , 
wo die X die einfachen Ziffern von Z sind, und 

30. ar = x„ + x»_, -j • x„_i + x^_, , 

wo die X die xwMzifrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken be^ 
deuten. 

Z.B. fOr 

31. Z = 37201458690434819 
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giebt (290 

32. »*=--3+7~24-0~l+4— 5+8 — 6+9—0+4— 3+4— 84-1— 9 

= —37+37 = 
and C300 pebt 

33. »=19+48+43+90+86+45+1+72+3 = 407 
und, wiederkoU angewendet, 

34. « = 4+7 = 11. 
INese 9 gehen mit 11 auf; alte geht auch Z (31.} mit 11 auf. 

No, 6, Es aei 

#= 13. 

Hier ist 

35, 10» = 77.13— i = ®.13— 1, 

also i»=l, * = 3, r= — I,' mithin nach (2.) 

vD* X ssrs JpJu —— ip| -f- ipj "— «Pj • • • • JT «Pni ^ 

wo die X die drehi^fHgen Zahlen in Z von der Rechten zor Linken sind; 
eben wie In No. 4. für v = 7. 

Will man (4.) anwenden, so kann man setzen: 

37. 4.10 = ®13 + 1, 
also n = 4, 4r=l, r = + l, foIgUoh in (2.) 

38. « = 4P«+4a?,^+4».««_,+4».a?,^ , 

vnd da 

(»=©♦ + 4, »* = ®#— 4, «' = <&# + 4, 
n' = (S#+3, n» = ®# — 3, H^ÄÖt + S, u. s. w. 
n' = ®*— 1, ii«=®# + l, n« = ®» — 1, 
ist, 

* = *i«+4a:«., + 3a?»^— ar,^ — 4*1^- 3x«_,.... oder 
40. * = (x.— ar,^+x,^— «,^....)+4(a?«_i— 4r,^+««_7....) 

+ 3 («»..4 — «m-»+ *»•-•••• •)» 
wo die dr die einfachen Ziffern von Z sind. 
Wfire s. B. 

41. Z = 5891476201146758014, 
so würde (36.) 

42. « = 14— 758 + 146 — 201+476— 891+5 = 641 — 1850=— 1209 
vnd, teuäerkolt angewendet, 

43. 9 = 209—1 «:: 206 
grten. Hingegen (40.) würde geben; 

IT» 
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, = 5— 14-6-1-1-6— 8+4-1-4(8-4+2 -l-f 7-0) 

+3(9_7-fO— 4+5- 1) oder 
44. » = 31 — 10+4(17— 5)+3(14— 12) == 11 + 48+6 == 65, 
Die z (43. und 44.) gehen ndt ««=13 tof; also auch Z (41.> 

No. 7. Em sei 

• =s 17. 
Hier kann man setien: 

46. 10» = ©,17—2, 
also 

46. n = I, * = 2, »• = -2. 

Dieses giebt in (3.) 

«=Xo— 2«i + 2'.4?, — 2'a?»+2*.«» .... oder 
»s=Xo— 2a?,+4xa— 8jpj — 4?4+2«',— 4a?6+8x,+x, .... oder 
47. « = (a?o— ««+a?,— X|,....) — 2(x,.— x,+«i.,..)+4<«j — *«+«io—») 

— 8 (Xj — itj + Xu ■► •••)<> 
wo die X die zwehtffH^en Zahlen in Z von der Bediten rar Linken dnd. 
Setzt man dagegen in (4.) » = 5, /fe=l, so erhilt man 
48. 5.I0 = (&.17— 1 also r = ^i. 
Dieses giebt in (2.) 

» = — *« + Sx.^, — 5'ar^, + 5'x,^ — 5*x,^ .... oder 
49. * = — a?»,-f5ar«_, — 8x^,+ 6x^+4a?._4 — 3x,^+2ar^ 

' *m-« ~~ *»— 7 + 5Xm-« » . • • » 

WO X die einfachen Ziffern Ton Z sind. 

Es sei c.B. 

50. Z == 308791 540229761043805, 
so giebt (47.) 

z = 5-2.38+4.4 — 8.61-97+2.22-4.40+8.15+79 — 2.8+4.3 

oder 

z = 5+16+44+120+79+ 12-(76 + 4884-97+ 160+16) oder 

z = 276—837 = —561 

und, wiederholt angewendet, 

51. » = öl — 25 = 51. 
Hingegen (49.) giebt 

9 i= -3+0—64+42+36-3+10 — 28—0+10-16 + 54+28-18 

-1-2—0 — 4+15 — 64+0 + 20 oder 

52. « = 217 — 200 = 17. 

Beide Z (51. u. 52.) gehen mit #=17 auf; also geht aaoh Z (50.) mit 17 «nf . 
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iVo. 8. Ef 8« 

s = 19. 

Hier kimi muk in (4.) Ji = 3^ k^=^t setsen. Dieses giebt 
53. 3.10 T= ^194-1, 8l80 r t= I, 
folgfich in (2.) 

* = ««+2a?^t+2*a?^+2**^+2»a?«^ •... oder 
54. s ==: fl?« + 3^ip:-i+4^i«-^+8ir«^— 3a?«^— 6j?,^,4-7dr,,^— 5x,^ 

E8 sei Z.B« 

55. Z ^ 13413966073993, 
so giekt ([54) 

,« = 1^6+16+8—9—54+43 — 30+0-7-4 — 36-72+6 oder 

8? = 79— 313 = —133 
und 9 wiederlioft angewendet, 

56- «==1+6+13=19. 
IMeses z gelit mit 19 anf; also anch Z. 

F. Es wtrde nOtalicIi sein, nadi dieser Art eine Tafel, wenigstens 
fBr alle Stammsahlen, etwa Ms 1000| m boreelmen. 

Fflr eine soldbe Tafel würde es immer am besten sein, in (4.) n atetB 
=r 1 an selsen. Bin anderer Werlh von n luam zwar, wie sieh an den obi- 
gen Beispidea zeigt, in einzdnen Fallen natzUch sein, aber wenn man eine 
vorans beredmete Tafel der Mnll^licatohni der xr in (3.) bat, nemlich dne 
Tafel der eckten Reale der Matti|dieatoren r^i nr"^, n^r^^ etc. zo ^, so 
ist es gleiobgflltig, rwas r in (4.} Ar iis=: 1 ist: immw sind die Reste <i\e. 
Anfii^em aber hat man^ wenn immer iis=:l ist, noch den Vortheil, dafs, 
wenn Z meht mit e aufgeht, z anch denselben Bset laftt wie Z^ so dafs 
man also in solchem Falle amh noch eo^leidk den Beet derDMeUmvon Z 
ai^ e findet f was iddit unmittelbar gesdiieht, wenn n nidt gleidi 1 ist 
Für n = 1 nemlich giebt (9. f. 32.) Mob 

57. Z = &e+z, 
und es folgt darans, dab^ wenn man Z=®«+p^ und «s=®«+^a setzt, 
wo ^1 nnd Q2 bddes die unbedingt echten Reste bezeichnen, 
5a ®#+^i = ®^+®8+^ = ®^+(»2 

sein nmlii; was nicht anders sein kann, als wenn ifg gleich (>, ist, indem es 
mir einen unbedingt echten Rest zu ^s giebt 
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Ferner wird es fttr die Tafel auch gut sein, in (4L) k steUf gldch 1 
XU setzen: denn in (2.}, welches sich fOr n= 1 auf 

59. «= Xmr'^'\'X^^^r'^^'\^x,^^r^-''\x^^^r'^.^ . . -f Xir+*«^ 
oder, wenn man die unbedingt echten Reste r"^, r'^^, t*^*, .... durch ff ^9 
ffm^iß ffm-^2 9 •••• bezeichnet) auf 

60. z = x^ (f^ 4"^*»-i 9m^i 4-apiii-i 9m^^ • • • • 4"^i ifi + Xt, 
redudrl, sind die Multiplicatoren q der x immer, <i \s. Ist nim Ar =s 1 ^ yo 
sind die x in (1.) oder (60.) die einzelnen Zi/fem der ZnVlZ, und z (60.) 
hat so viele Glieder als die Zahl Z einzelne Ziffern. Es Iiann »bo Ton dem 
ff nur das i bis 9 fache ztt ndimen vorkommen. Ist dagegen A>> 1, so hat 
zwar z in (60.) weniger Glieder^ aber die x sind nun meArsei^^N^tf Zahlen; 
dien wie die ff% letzteres wenn 8 einigerifiafsen grofs Ist. Hehrziffrige Zah- 
len mit mnander zu multipliciren, wird aber, selbst wenn es weniger e/7 
vorkommt, doch immer schwieriger sein, als blols ifie 1 bis 9fachen der mehr- 
ziffirigen Zahlen q zu nehmen. Fflr ^ne Tafel ist das letztere aber noch 
tun so mehr passend, da sich auch recht gut cBe 1 bis Ofachen der ff vöraus- 
beredmen lassen und sogleich in die Tafel anfgeftomnen werden kOnnrä, nicht 
aber wohl die 1 bis 100 oder die 1 bis lOOOftidien u. s«*w. EnthiH nun 
die Tafel auf diese Weise sogieich die 1 bis 9facheil der (i, im Voraus be- 
rechnet, so irt fOr « (60.) gar kmM MulUplicatian weiter nötUg, sondern 
man kann die einzelnen Glieder der Reihe rechts in (60.) ans der Tafd un- 
mittelbar ablesen und braucht nur die positiven vrie die liegativen Glieder zu- 
sammen- und die beiden Summen von einander abzuziehen. 

G. Für die Tafel also wflrde man if = 1 und A:= f , folg^ch in (4.) blofs 
61. 10 = ®#-{-r 
zu setzen haben, welches, wenn «>>10 ist, gradezu r = 10 giebL Also 
sind dann die ff in (60.) nichts andres als die unbeüngi echten Reste der 
verschiedenen Potenzen von 10 selbst, zu s. 
Fflr die Urzahl s = 857 z. B. w«re 

10 = ®.857-[-(i» und p* == + 10, 
10' c= ®.867-f p, - Pj = 4- '<^/ 
10' = ®.857 + <i3 - P3 = -f 143, 
10* == ®.857+(i4 - 9* =t — 284, 
10' = ®.857-}-<i, - p, = —269, 
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Es wQrde .daher, am zu finden, ob eine gegebene Zahl Z mit 8&7 
aufgehe oder nicht, und wdcher Reet im letzten Fall bleibe, von den Ziffern 
der Zahl Z, von der Rechten nach der Linken' zn, die erste mit -f 10, die 
9wmU mit -ftOO, die lürt//^ mit +143, die vierte mit — 2K4, die fünfte 
mit —269 n. s. w. zu multipliciren sein, und die algebraische Summe dieser 
Producte würde z (60.) geben. Je nachdem dieses z mit 857 aufgeht, oder 
niebt, geht auch die gegebene Zahl Z mit 857 auf,^ oder nicht; und wenn z 
nkki mit 657 aufgeht, so ist der unbedingt echte Rest von z zu 857 der^ 
eeUe, wie der von Z. 

Aber auch die 1 bis 9fachen der g (62.), die vorlcommen kOnnei), 
braucht man lücht so wie sie sind zu nehmen, sondern auch von ihnen nur die 
un b eding t echten Reete zu ^ = 857. So wfirde man z. B. ffir die Vielfachen 
von e4=s-*284 nicht —284, —568, —852, —1136 u-s. w.^ sondern viel- 
mehr irar --*284, -f 289, -f ^9 —279 u. s. w. zu nahmen habem Findet 
man nun diese Vielfachen in der Tafd, so ist fOr z (60.) ffor keine Muttis 
pUeaüon weiter nOthig, sondern nur die Addison von Zahlen, die sich, ganz 
ausgerechnet, in der Tafel finden. 

Die Tafel wflrde fttr die StatnmzdU s = 857 Folgendes geben. 

Wetth der Ziffern. 

1 — ^ 



/Nammer dm Sfferii 
von drrll.elit«n VU/^ 
LiilkMi. 
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8 

4 

5 

6 

7 

S 

9 

10 

11 

1< 

18 

14 

15 

16 

17 

18 

1» 

SO 

tl 

tl 

t8 

t4 



. . . + 1 + 2 + 3-4- 
... -f 10 + 20 + 30 "4- 



•\- 90 



4 5 6 7 

4 -I- 6 + 6 4» 7 -f 
. 40 -4- $0 -1- CO + 70 -H 80 . 
-flOO +200 +300 -HOO —357—257 —157 — 57 + 43 
. +143 +286 -^428 -286 —142 + 1 +144 +287 —427 
, -284 +289 + 5 —279 +294 + 10 -274 +299 + 15 
. -269 +319 + 50 -219 +369 +100 —169 +419 +150 
. —119 —238 —357 +381 -f 282 +143 +24 — 95 —214 
. —333 +191 - 142 +382 + 49 —284 +240 — 93 —426 
. + 98 +196 +294 +392 —367 —269 —171 —73 + 2$ 
. +12» +246 +369 —366 -242 -119 + 4 +127 +250 
. +373 —111 +262 —22? +161 —333 -4- .40 -H13 — 71 
. -1-302 —253 + 49 +361 —204 + Ö8 +400 —166+147 
. —408 + 41 —367 + 82 — ;J26 +123 —286 +164 —244 
. +205 +410 -242 — 37 +168 +373 —279 — 74 +131 
. +336 —185 -i-lSl —370 — 34 +302 —219 +117 —404 
. — 68 —136 —204 —272 -340 -408 +381 +313 +245 

tl77 +364 —426 —119 + 28 +206 -j-382 —298 —121 
66 +112 +168 +224 +280 +336 +392 —409 —363 
. _^7 +263 — 34 —331 +229 — 68 —366 +195 —102 
. —399 + 59 —340 +118 -281 +177 -222 +236 —163 
. +295 —267 + 28 +323 —239 + 56 +351 —211 + 84 
. 4^79 ^ 99 +280 —198+181 —297-1- 82 —396 — 17 
. J-362 —133 -f229 —266 + 96 —399 — 37 -f32ö —170 
. 4-192 +384 —281 — 89 +103 +295 —370 —178 + I4 
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Wenn nun s.B. 

64. Z = 

wire, so hAtie man wie folgt 
/ Für die 



804739885214799049628954 
so rcchiien: 



65. 1 



Ite Ziffer 4 h 4 


Für di« 7t« Ziffer 9 . . . —214 


2te - 


/»...+ 50 


. 


- Ute - 


9 ... — 71 


3te - 


9 . . . + 43 


- 


. 15te - 


2 . . . —185 


4te - 


8 h287 


- 


- 16le - 


5 .. .—340 


5te - 


2 i . .+289 


- 


^ 17le - 


8. . .—298 


6to . 


6 . . . + 100 


.■• 


*'18te - 


8 . . i— 409 


8te - 


4 . . . +382 


- 


- 19te - 


9. ...—102 


lOte - 


9 . . . +250 


- 


- 20te - 


3 . . . —340 


12te - 


7. . . +400 


- 


- 22te ► 


4 . -198 


ISte . 


4 . . . + 82 


. 


- 24te - 


8 . , . —178 


14te - 


1 . . .+205 






21te - 


7 . . . +351 






+2443 


Tfaat BOMunmen +2443 






Bleibt 4- 106 



Die Zahl Z (64.) kann also 
der Rest -f 108 bleiben; nnd 



mit ^5=857 fAeht aufgeben^ sondern es mafi 
so yerhllt es rieh änch. 



$.34 
Lehrsata* 
E$ seien u und y zwei heUMge^ zu mnandet thßilerfremde 
positive ganze ZaUen. 

1. Setzt man in der Gleichung 

1. mv = nu-fr 
der Rmhe nach 

2. m = 0,1,2,3,4, .-..n — l 

und nimmt f^ alle v die positiven oder die negativen echten Reste, 
deren zeichenfreie Werthe also alle <iu sind, so ist kein r dem an- 
dern gleich. Und die zeichenfreien Werthe voH r sind nothwemRg 
alle die Zahlen 

3. r = 0,1,2,3,4, •... u — 1, 
ohwohl in anderer Aufeinanderfolge als die von m. 

Zugleich sind alle n<Cri wenn y>*a ist ist y<:a, soist ßtr 
diejenigen negativen r^ weiche mit y aufgehen und Ae sieh dann tfn- 
ter den Werthen (3.) von r befinden, n = y. 

Zu dem Werth von m gehört tz=^{^ und vu t =^0 gehurt m=^0 
tmif n=0. 
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If. Fttr jedes keiiehige f^ositive oder negative r m (1.)) 
auch rs^O nicht anagenonmm^ eo daß abo rallgemem dmrck 

4. r = «u+Tü 
ausgedrückt werden kann, wo e eine gansie positive oder negative Zah( 
und To eine der Zahlen (S.') ist, gieht es immer unzählige zus€Mtmem^ 
gehörige ganzzähHge Werthe von m und n, welche der Oleiehung (Iv) 
genugthfUL Sie werden allgemein durch 

5. in SS Xn-fnio und 

6. n Ä iv-j-Do — ^ 

ausgedruckt, wo X willkürlich ist, das zu v^| in (1.) gehörige m^ aber 
immer eine der Zahlen 

7. iDo = 0, 1^ 3. 3) • • ; . a — I 
und das zu To gehörige Oo eine der Zahlen 

8- Ilo ssas 0, ] 9 3^ 3) • • • . V — l 

bezeichnet, mit Ausnahme von ro«— v für y<iVL^ wo ii<)S=sy ist^ Äufser 
den durch (5. a. 60 ausgedrückten Werthen von m und n giebl es aber 
keine andern. 

in. Unter den unzähligen Werthen von m und n (5. u. 6.), die 
mU T (4) der Gleichung (1.) genugthun, gi^t es für jedes r iikmer 
einen und nur den einen positiven Werth ido<!u von m und ein 
und nur das eine negative xd^ — u, dessen zeichenfreierWerfAn^mQ 
Wenfalls <iu ist, aber nicht zugleich immer em zugehöriges positives 
oder negatives n, dessen zeichenfreier Werth seinerseits <;y wäre, son^ 
dem letzteres nur in dem Falle, wenn in dem Ausdruck (4.) von r, ^ = 0, 
also der zeichenfreie Werth von r eine der Zahlen (3.) ist. In £esem 
einen Falle sind auch die zeichenfreien Werthe der zu m^ und niu.— a 
gehörigen Werthe n» und üq— v von n aus den Zahlen (8.)^ tihd wenn 
v<Cu iet, so ist für r= den Vielfachen von — v, die <in sind, üq^^ ▼. 
Wir wollen die Werthe m^ und mo — a von m, nebst dem zugehörigen ii<^— s 
und Ho— e— y von n kleinste Wurzeln der Gleichung (1) nennen. 

iV. Wenn man dasjenige positive m<Cn und das zugehörige 
positive n<rY, welche in (1.) ^^^ ^etn Rest r^s-f * gehören, und welche 
nach (III.) immer Statt finden, durch mi und Oi bezeichnet, so dafs also 
nii und ni zu detn Reste -fl die kleinsten positiven Wurzeln der 

Gleichung 

9. my:= nu-f-l 

CreUe^i Joarntt f. d. M. Bd. XXVH. Heft 2. 18 
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niti, «o werdend kUintten potitiven vnd n»gativ«n Wurzeln 
der Gtdehmtg (1.) vu wMm heliehigen BmI r durch 

10. 111«= mir — TU und Bi,r— (x-fl)" •"•<' 

U. Ho-*» = ii,r— trv und iiir-- (r-f !)▼ 
tnugedrüdtt, wo tq in (10.) da»fenig« Vid facht von a bedeutet, welehse, 
von ooor abgezogen, einen poeitiven Rest int<;a Ufet» In (11.} «iK/ir % 
denselben Werth bekommen^ wie in (10.), wenn okcA DuP — tt nicht 
eine posilioe Zahl << v ist. 
Beispiel. Es sei 

12. V = 15, « = 22. 
Setzt man hier der Reihe nach m = 0, t, 2, 3, . . . . 21 , to orgiebt sidi 
^0.15 = 0.22+ = 0.22— 11.15= 7.22 + 11= 8.22—1» 
1.15=0.22 + 15 = 1.22— 7 12.15= 8.22-f- 4= 9.« — 18 
2.15=1.22-f 8 = 2.22 — 14 13.15= «.22+19= 9.22— 3 
3.15 = 2.22+ 1=3^22—21 14.15= 9.22+!2ä= 10.22— 10 
4.15 = 2.22 + 16 = 3.22— 6 15.15 = 10.22+5 = 11.22—17 
13. \ 5.15 = 3.22+ 9 = 4.22 — 13 16. 15 = 10. 22 +20:^=1 1.22— 2 
6.15 = 4.22+2 = 5.22—20 17.15=11.22+13 = 12.22— 9 
7.15 = 4.22 + 17 = 5.22— 5 18.15 = 12.22+ 6=13.22—16 
8.15 = 5.22 + 10=6.22—12 19.15 = 12.22+21 = 13.22— 1 
9.15 = 6.22+ 3 = 7.22—19 20.15=13.22+14=14.22— 8 
10.15 = 6.22+18 = 7.22— 4 21.15 = 14.22+ 7 = 15.22 — 15 

Ware dagegen 

14. 9 = 22, ti = 15, 
so wire 

^0.22= 0.15+ 0=« 0,15— 8.22=11.15^+11 = 12.15— 4 
1.22= 1.15+ 7= 2.15— 8 9.22=13.15+ 3 = 14.15 — 12 
2.22= 2.15+14= 3.15— 1 10.22=14.15 + 10=15.15- 5 
3.22= 4.15+ 6= 5.15— 9 11.22 = 16.15+ 2 = 17.15 — 13 
4.22= 5.15+13= 6.15— 2 12.22=17.15+ 9=18.15— 6 
5.22= 7.15+5= .S.15 — 10 13.22 = 19. 15+. 1 = 20.15 — 14 
6.22= 8.15 + 12= 9.15— 3 14.22 = 20.15+ 8=21.15— 7 
(7.22 = 10.15+ 4 = 11.15—11 

(h Wie (13. a. 15.) zeigen, sind die positiven so wie die negativoi 
Reste alle unter einander verschieden, und beide sind in (13.) die Zahlen O, 
1, 2, 3, .... 21 (=tt — 1) und in (15.) die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... 14 



15 



<iM^ 
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(=su—i). Des^^chen sind in 05.)) wo »>-« Ist, alle n ohne Aomalune 
<»(« 22). In (13.) dagegen, wo r<% ist /Ito* 4m Rest r = — « = —15, 
»asElSssr. Die flhfigen n sind «benSills alle <iv. Desgleiehen gehört 
flberall sa m = 0, r = Ü, und so rs=0 gehört m = and » = 0. Dieses 
snsammen ist was (I.) behanpteL 

b. Es sei fOr (12.) 

16. r = 141 = 6.i»-f 9, also in (4.) • =6, r„ = 9. 
Die in 1*0 = 9 gehörigen m» and «„ sind zufolge (13.) =5 and 3: abo ist 
nadk (5. n. 6.) 

„ l« = i(I, 2, 3, ....)224-5 und 
• j« = ±(l, 2, 3, ....)l3-j-3 — 6 = (I, 2, 3, ....)I5 — 3. 
Man setze cB. das mltkflrUehe X in (4. a. 5.) =4, so ist nach (17.) 
^g jii» = 4.22-f5 = 93 und 



I 



n = 4.15—3 = 57. 

Diese m und n müssen «bo der Gl^chong (1.} n r= 141 genngthon, das 

keifst, es imifli 

19. 93-15 = 57.22+141 

sein; was aacli der Fall ist. 

Die kl^nsten von den Werthen von m ond n (17.} sind diejenigen 

für A = 0, also »16=5 <:« nnd it= — 3, welches dieWerthe flibs=s5 und 

Hu — €s=:3 — 6 = — 3 selbst sind; desgleichen sind es diejenigen fflr i =: — ] , 

also «1,=: — 17 nnd 11 = —18, wo der zeichenfreie Werth 17 yon m ebenfalls 

<iu ist. Also mflssen anch die Werthe 5 nnd —17 von m^ nnd r-*3 nnd 

—18 von n der Gleichung (1.) sn den Rest rs= 141 genngthan, das heifirt, 

es mnfs 

2Q (+ 5.15 = — 3.22 ^- 141 nnd 

(—17.15 c= —18.22+141 

sein; was auch der Fall isL 

c. Es sei fOr (14.) 

21. r = — 55 = — 4.11-f 5, so dafs in (4.) i = —4, r« = 5. 

Die m To = 5 gehörigen m,i nnd Hu sind wfolge (15.) = 5 und 7, also ist 

nach (fr. n.6.) 

22 im «= ±(l| 2, 3, ....)15+5 nnd 

(n = ±(l, 2, 3,....) 22+7+4. 
Hin seise das wUlkurKeke h in (4. n. 6.) t= —2, so ist nach C22.3 

18 ♦ 
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.^g im ::= —2.15+5 =r — 25 und 

\n = --2.22 + 11= —33 

Diese m ondii müssen derGleichniig(l.)sa rscs— 55 ^niigUiii]i,das heifst, es mab 

24. —25.22 = —33.15 — 55 

sein; was auch der Fall ist. 

Die klemslen von den Werüien von m nnd n (22.} ^d wieder 

diejenigcsB fflr 1 = 0, also m==5<Cu und ii=ll, welclies die Werthe von 

111,)= 5 nnd n,,— «=/—(— 4)=? (1 eettst sind; desgleieken sind es diejenigen 

für A=— 1, also »• = — 10 und »= — 11, wo der seiehenfreie Wertk 10 

von m ebenfalls <;ii ist. Also müssen auch die Werth^ 5 und —10 von m 

und 11 und — 1 1 von n der Gleichung (1.) su dem Reste r= —55 genugthun, 

das heifst es mufs 

2g j+ 5.22 =4-11.15 — 55 und 

i— 10.22 =—11.15 — 55 

sein; was auch der Fall ist. 

Die Resultate in Qb. u. c.) sind den Behauptungen in (II. a. III.}. gemfifs. 

ä. Für (12.) ist zufolge (13.) dasjenige m und n, welches dem Rest 

4 1 entspricht, =3 und 2, so dafs also für (12.) 

26. Uli = 3 und iti =: 2 

ist. Nun sei, wie in (16.), 

27. r = 14I, 
so giebt (f0.u.ll.) 

imu = 3% 141-19.22=^+5, also TÄ=i|9ünd ^^=3.141— 20.Ä2= — 17 und 

' jn,«9.l4l— 19.i5=t— 3 und i^=2.l4r— 20.«=— iS, 

und diese m. uiid n,» müssen der Gldcfaung (1.) fBi^ den Rest r ss 141 ge- 

nugthun; was auch infnilgi (20.) der fdl iist. 

e. Für (14.) ist zufolge (15.) dasjenige m und n, welches dem Rest 

-f 1 entspricht =13 and 19, so dafs also für (14.) 

29. 1»! = 13 und », = 19 

ist. Nun sei, wie in (21.), 

30. r = — 55, 
so giebt (10. und 11.) 

=-13.554-48.15 = -] 5, alsoT=^r^48 und.|Wu= -13,55+47.15= -10 und 



^*- )i^,=-19,55 +48.22=4 11 ™d .»,=-19,55 + 47.22== -II, 

und diese m, und n^ müssen der Gleichting (1.) fOr den Rest r^s^ — 55 ge- 
nugthun; was auch zufolge (25.) der Fall ist 

Die Resultate (^4* Q« ^0 sind den Behauptungen in (IV.) gemlfii. 
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Beweis. JL Giben zwei yerschiedene m» s. B. miß nnd m^, bdde 
<u, mit den dua ^hörigen n^ und n^ mn und doBnelbe r, so dafs also 

32 i^i»^ = ^ß^±^ »nd 






wire, so wflrde daraus 

33. («I/J— «ty)» = (W/f — l»y)«' 

folgen 9 and also mflbte m^-— m^ mit u aufyehen, da 9 nach der Voraus* 
setiung keinen Theiler mit u gemein hat (§.25.) Dieses kann aber nicht 
sdn, da m^ und m^ beide <^u sind und folglich auch m^— my.<Cii ist Also 
können keine zwei m^ beide <Ct^> ^m^i» tmdf densMen Rest ±r lassen, und 
folglich sind olfe zu m=^\^ 3, 3» •••• n — 1 gehörigen r ron eiikimlsr 
ver$ekiede$^ 

Die Anzahl der r ist aber der der Werthe von m gUick, und f<dg- 
lieh =«• Zugleich sollen die zeichenfreien Werthe aller r<Cu sein. Also 
idnd diese zeichenfreien Werlhe der r nothwendig alU die ii Zahlen 0, 1, 
% 3, ••.. II— 1 selbst; gemäfs (3.) 

B. Der grüfute Werth von n findet in (1.) offenbar fOr den gröfsten 
Werth von m Statt, also flkr m = ii — 1. Man setze für m = ii — 1 in (1.) 

34. (II— l)r= a?ii-f r. 
Soll hier r positiv sein, so kann or nicht =9 sein, selbst nicht fttr r = 0; 
denn x = r wflrde immer o^ii = 011 >>(ir—t)r geben. Folglich ist fflr po^ 
siHce r, x, also n, immer <Zp^ 

Soll r neyatic sein, so folgt aus 

35. (ii~t)r = r.ii — r = (r-f ^)ii — (^n+c), 

dals nur dann 

36. II = r+if 

sein kann, wenn 

37. xü-f-txCii 

ist; denn der absolute Werth xii-}-t; des Restes in (35.) soll tmmer <iu sein. 
Die Bedingung (]37.) Ist aber nur fQr x^=0 erfüllbar; denn für Jedes gröfsere 
X ist xU'\'V nicht <in, sondern ^u, was auch v sein mag. Nie abo kann 
zufolge (36.) n>v sein. Es kann höchstens =9 sein, und dieses zufolge 
(87.) nur dann wemi v<Zu ist. Nun ist fflr ein 6«/teil$retii—/i fache ven v: 

38. (si— ,a)r »= r.ii— ^r. 
bt nun 't?<Iii, so kann auch noch fiv<Cu sein. Also für alle die Reste — r, 
~2s!r ^3o, ...• -^/ur^ die auch alle vorkommen, ist ii = r. 
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Zuammen alfo folgt, dafii n für r>*«i ummr <:r ist; deflgleichen 
auch für r<;«^ aosgenommeD wenn diar ne^ati^e JBsH mit r Jiifgcht; wie 
sdchea der Lehrsatz in (1.) behauptet. 

C. Ist m^O, so giebt (1.) 

39. = nu-^r. 

Also mufs r mit 11 aufyeken (^$. 18.). Dieses geschieht nur dann, wenn r=0 
ist, indem r jedenfaUs <CM sein soll. Also ist f Or m =: 0, r = 0, und folglich 
vermöge C^O.) auch ii = 0. 

bt r=:0, so gieht (1.) 

40. mv = Hfl, 

also mufs m mit tr aif/^«A#nX§«25.). Dieses ist nur möglich, wenn m = 
ist, indem m<iu sein soll. Also ist fOr r=:0, m = 0, und folglich vermöge 
(40.) auch »==0. 

So behauptet es (!.). 

D. Seist man (5., 6. und 4.j in (^l.j, so ergiebt sich 

(iii-fmj,)» = (Ar-f-iio — 0« + «« + ^u oder 
41. füuV s= ft,|ii-)-ro. 

Diese Gleichung entspricht der (!•} mit allen den Berthen (7.) von n^^ (]8.} 
von Ho und (3.) von Ti,. Also thmr alle die durch (5. u. 6.) ausgedrflcktei| 
Werthe von m und n mit jedem beliebten l der Gleichung (1.) ein Genflge; 
wie es (HO behauptet. 

E. Gäbe es noch andere Werthe von m und n, als die, welche 
(5. u. 6.) ausdrückt, so könnten es nur solche sein, die durch 

42. m = Aii-f-iWii+A* und 

43. n ^=^ ir-f ^"^•4"*' 

ausgedrflckt werden, wo u eine Zahl ist, die meht mit u, v eine Zahl, die 
fdcht mit V aufgeht; denn ginge fi mit u auf, so wAre (42.) schon in (5.) 
und C43.) schon in (^0 mitbejfriffen, indem dort l unllkUrUek ist. Setat 
man nun (42. u. 43.) nehst (4.) in (l.)) ^ ergiebt sich 

(itf-f «iü-f /*)« = (ii' + Wu — « + *')*+*^T^ü oder 
44. m,^V'\-fiv = ii^ii-{-yii+^ü- 

Hiervon die Gleichung (41.), die nothwendig sugleick Statt findet, abgoogen, giebt 

45. iiv = vf/. 
Dieses ist wieder nur möglich, wenn /e mit tf und v mit v aufgekt ($.25.). 
Und da dies nicht sei» eoU^ ao finden die Ausdrflcke (42. u. 43.) vcm m und 
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n nicht Statt: mithin ^ebt es aufser den Werthen von m nnd n, welche 
(5. V. 6.) ansdrackt, keine andern f wie es (EL.') behauptet. 

F. Da X in (5. u. 6.) wil|kflrlich ist, so .kann est auch nnd —1 
sein. Dieses giebt 

46. m = i9i|| nnd m s=s m^ — u und 

47. n = «u — f nnd n = n, — « — u. 

Bier sind m» und m»— n dieselben beiden m, (an zeichenfreien Werth beide 
<C«) welche der Gleichung (1.) für Reste <Cii genugthun. Also thun dieselben 
heUen m aiüch der Gleidiung (1.) fOr beliehige Reste r (4.) genug. Da- 
gegen sind die zuffehOrigen beiden Werthe !!„ — « und Ho— <— r von n nicht 
nothwendig<:t^« Sie säkd es nur. Wenn ^=^0^ also r efne der Zahlen (3.) ist. 
Dieses Ist, was (üt) behaupteL 

G* Hidtiplicirt man die in (.IV.) vorausgesetzte Gleichung 

48. m^v = itiH-fl 
mit r, so ergiebt sich 

49. m^rt = n,rU'\'r< 

Hiervon die Gleidiung 

50. m^v r5= («„— B)U'\'r^ 

die sich ergiebt, wenn man (5. u. 6.) in (!.} und das willkürliche ;i =0 setzt, 
abgezogen, giebt 

51. (fHir— »Or = {n^r^{n^—B))u. 
Dieser Gleidiung gemifs mnfs tfi| r—mu mit u aufgehen (§. 35.) und also 

52. m^r — m^^ = rii 
sein, wo r irgend eine ganze Zahl ist. Ferner giebt (5309 ^^ C^^O gesetzt, 

Ttir = (n^r— (w,,— «))tf, also 
53. ^r = ii|r — (iiy— «). 
Aus (52.U. 53.) folgt (10. n. 11.) zunfichst fOr ein pasiiwee m^^KZth ^^i dann, 
wenn man noch ff und v abzieht, also x-f t statt t schreibt, auch fflr ein 
negatives nig, dessen absoluter Werth <<ti ist. 
Dies ist, was (IV.) behauptet. 

£f. Anm. Ein Hauptpünct des Beweises ist das Mittel, durch welches 
m ^A.) gezeigt wird, dafs nicht zwei verschiedene Vielfachen von v zu ti 
gMeke Reste lassen können. Es kommt sehr hflufig zui' Anwendung. Dann 
der Schlufs, dafs die Reste, weil sie alle verschieden uild>>r und <;ti sind, 
die Zahlen 1, 3, 3, 4, .... 11— 1 selbst sein mOsien. Auch dieser Schlufs 
kommt Öfter vor. 
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§. 35. 
Lehrsatz. 

Es seien n und y zwei beliebige zu einander theilerfremde 
positive ganze Zahlen. 

Setzt man in der Gleichung 

1, mv = ®u-}-r 
der Reihe nach 

2. m = 19293,4, ....-((q—I), wenn u ungerade, und 

3. m = 1,3,3,4, .... -^n, wenn u gerade ist, 

und bezeichnet di^enigen Werthe von m, welche in (1.) positive Reste 
v>\^ geben, durch nij, m,, ni}, .... m«, dU übrigen Werthe von m, 
welche positive Reste nicht >\n geben, durch f^i^ fh^ f^i^ * >'• fi^i^^i)^ 
oder fi^n^n^ *^*^' darauf fitr alle v^ die >^n sind, 

4. r = u — (>, 
wo nun also auch alle (», eben wie die iünrigen r, nicht grOfser als 
\\k sind, so dafs zusammengenommen 

Erstlich für ein ongerades u: 

m,v = ©u-f-r^/ l/M,v =■ Ö^ii— p,, 

5. } m,v = ®u-f r,, ttncl Ö </*jV = ^^ — Ps5 



Zweitens für ein gerades q: 
niiV = ®u-j-ri, /MiV = ®^— Pii 

nijV =s ®u-f-r2, l/fiV = ®u — p,, 

7. I nijV ä: ®u-[-r3, und 8. Ifi^y = ®u — p,, 



m4«-«v = ©u-f-r^^., V fin^ = ®u — p, 

ist, so sind die absoluten Werthe der r und q zusammengenommen 
nothwendig 

9. Im ersten Falle (&< u. 6.) alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, i(a— 1) und 

10. Im zweiten Falle (7. u. 8.) alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... ^u. 

Beispiele. 1. Es sei 

11. II = 15, V ^ 22. 
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i»ist 

12. iU % S,4, 5, 6, 7)9 c= dti-f 7, 14, 6, 13, 5, 12 und 4. 
Von dieMn Resten sind die x»s3 Reste, 14, 13 nnd 12 >^«, äbo ist 
in (5. «. 6.) 

13. (1, 2, 3, 4, 5, 6, l)v = ®n-|.7, ~l, +6, —?, -|-5, —3 nnd +4. 
Die seieheniMen Werfte 4iSeMr BMte r und f sind rasammen alle die ZaUen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; gemil^ (9.). 

2. Es sei 

14. « = 15, 9 = 4, 
so ist 

15. (1,2,3,4,5,6,7)» == /Vk+4, 8, 12, 1, 5, 9 und 13. 

Von diesen Resten sind die x«^ 4 Reste 8, 12, 9 nnd 13 >i«, abo ist in 

(5. nnd 6.) 

16. (1,2,3,4,5,6,7)» «= ^«+4, —7, —3, +1, +5, —6 nnd —2. 

Die s^dienfrrien Wertbe 4i«rer BtUe r nnd ^ sind nsammen alle die ZaUot 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7-, gemife (9.). 

3. Es sei 

17. « c= 18, » =s 49, 
so ist 

18. (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)» == €»«-f 13, 8, 3, 16, 1 1, 6, I, 14 nnd ft 
.V<n diesen Resten sind die x=:4 Reste 13, 16, 11 nnd 14>i«, also ist 

in (7. n. 8.) 

19. (1,2,3,4,5,6,7,8,9)» = <»tf — 5, +8, +3, —2, —7, +6, 

-1-1, —4 nnd +9. 
Die seielMnfreiMi Werdie lüeser BeaU r nnd p sind snsanunen aOe die Zaiden 
1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; gemlfii (10.). 

4. Es sei 

20 II ass 22, » = 15, 
so ist 

21. (1,2,3, .... II)» » d«-j-15, 8, 1, 16, 9, 2, 17, 10, 3, 18, lt. 
Von diesen Resten sind die xs=4 Reste 15, 16, 17 und 18 >itf, also ist 
in (7. n. 8.) 

22. (1,2,3,.... II)» = ®«~7, -f8, +1, —6, +9, +2, —5, 

+ 10, +3, -4, +11. 
Die seiohenfreien Werthe dieter ResU r und ^ sind susanunen alle die ZaUen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 und U; gemilb (10.). 

CrcUe't JoarMl f. i. M. Bd. XXVIL Heft X. 19 
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Beweis. A. Kdn r in (1.) kann s=0 seil. Denn f&r r=:awirf 
in (1.) flM«»^«, also mafste m mit u an^jelMi, H^v m m IkeUer/Hmd 
sein son (f. 25.y. m felit aber nioht nif u anf, weft aHe m <M^ Aid <9. n. 8%); 
also kann r nicht =0 sein. 

B. WAre in (6. oder 7.) irgend ein r einem andern gieiehf abo s. B. 

33. mt^ <» iili^r nnd iirf.v at (Bif^^r, 

so wflrde daraas _ 

24. (»,— m;i)r = ®tt 

folgen, und also mfl£ite m, — m^ mit u aufgehen (f. 25.). Dieses ist aber 

nicht der Fall, da m« und mi beide <Zu sind und also «1,-014 noch am so 

mehr <;fi ist. Daher kann kein r dem andern gleich sein. 

C. Gans aus yleicAen GrOiiden kann in (6i oder 8,) kein 9 dem 
andern gleich sein. 

D. Wäre in (5. und 6.) oder in (7. und 8.) ein r einem 9 gleich, 

also 2. B.: ^^ ^ . . ^ . 

85. m^v = (»n-fr und /^it)= ®ii+r 

so wikrde daraus _ 

26. (m,4-/*j|)r == ®tf 

folgen; also mflfste iii,-f/^i ™* ^ aufgehen (§»250- Aber in (5. und 6.) 

sind alle m oder fu <i\u (2.) und in (7. und 8.) kann mir eimee der m 

oder /is=s^ti sein (3.), die andern sind noihwendig kleiner: folglich ist immer 

^«-f-A^a^Ccf. Mithin kann m^ilfix fwAt mit u aufgehen, und folglieb kann in 

(5. und 6.}, eben wie (7. und 8.), kein r einem q ffMcA eein. Die r und ff 

sind also alle unter einander verschieden, und keins ist 0. 

ß* m Nun ist die Anzahl der r und q zusammengenommen der der m 
gleich^ also in (5. und 6.) =i(ii— t) C^) imd in (7. und 8.) ^^u (30 
keins ist gröfser als ][U, und alle sind von einander verschieden (B^^ C. vxAD.'y. 
Also sind die r und (> zusammengenommen in (5. und 6.} nothwendig die Zahlen 

1, 2, 3, i(ti— 1), und in (7. und 8.) nothwendig die ZaMen 1,.2, 3, \n 

selbst; wie es der Lehrsatz in (9. und 10.) behauptet. 

F. Anm. Die in. der Anmerkung zum vorigen Faraprapb erwlhn- 
ten Schlosse sind afeeh hier die Hauptmomente des Beweises. 

§. 36. 
Lehrsatz. 
Es eden u und v zwei beÜebige ungerade und zu einander 
theilerfremde ganze Zahlen und n sei eine heliehige positiee gansee Zahl 

\. z<ittv- 
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AMbmn ktimm, wmm mm für ei m- und ia$flb4 s, 

3. « = mtY-f (» 

mMj 100 T tauf 9 4m eckten poeiiiven Rette »u n tauf v bezeid^ 
iMfi, «a di^e immtr 

4. r<;tt im<f ^<:v 
i»t, folgende vereekiedene Fäüe ^iat^nden, 

''Bxetlieh^ tomn r>> ^n iet, kana, 

2) «K *v > 0, 

3) f > iv MBU. 
Zweitens, .wenn T<<^n^0.utß kann. 

1) (»-=0, 

2) (» < iv > wirf 

3) «» > iv eeh* 
Drittene, wenn rssO «f/j kann 

1) r<iv>Oifwf 

2) ^ > !►▼ •««► 

Bezekknet man ftf ^»e S FdUe die Antiäkl der s<;^ny, 

^1) fm- wdeke ^ > \u und g = Ut, dartk n, 

2) * - - r > iu ~ e<iv>0 - - 

3)---r>lü -(,>|v -- 

4) ---r<in>b- ps=0 - - 

5) ---r<la>0- 9<iy>0 - - 

6) - - - r < itt > - p > iv - - 
T)---rs=q -9< Iv > - - 



a 



1» 
»ei 



80 ist 



Eretlick, t^ ^ enmmtkeit aller Meter vertekiedenen s, 

7 ii»f ii,^ii,+iu-J.n»+il,+n,-|-ii, == i(uv — 1). 

Zweiten») die Anzahl der nr-^-n, mit a aufgehenden % itl 

8 n»-f Hb »^ 4(v— I). 
Drittens, die Jntakl der b,4-«4 mit "(r aufgehenden % itt 

19» 
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Viertens , üe Anmahl der üt-fi^t-f^^ tereeUedenen %, wekkep mU v 

avkBrf, Reste (><iT>0 lassen, glekkviel welche Reste t sie mit u 

ümJßrt geben mögen , ist 

10. n.4-n5+ii, «= i(tt+l)(v~l). 
Fünftens p die Anzahl der ni-fus-f^ verschiedenen z, welche, mit o 

dimdirtf Reste T<i\xC>0 lassen, gleichviel welche Reste if sie mit y 

divi^rt geben mögen, ist 

iL II4+II5+11« «= *(ii~l)(v+l). 
Sechstens, die Anzahl der üi-f-tts-f Qe verschiedenen s^ welche, mit v 

iüvidirt, Reste Q^^v lassen, gleichviel welche Reste r sie mit u Svi^ 

dirt geben mögen, ist 

12. Ji,+ii5+ng «= ^(tt-i)(v-l). 
Siebentens, die Anzahl der ]i|-f nt-f-nj verschiedenen s, welche mit u 

Ovidhrt Reste r>>|a lassen, gleichviel welche Reste (f sie mit v ilfvt- 
dirt geben mögen, ist 

13. 11,+11,+n, =: i(u-t)(v-l). 

Achtens, die Anzahl der n^-f <^6 verschiedenen %^ welche mit n vnd 
mit y dividirt enUeeder zugleich Reste t>\u mul 9>iTf oder 
zugleich Reste r<:i«>0 und 9<iv>0 lassen, ist 

14. n,4-n, ^ K«-t)(v~l). 

Neuntens, die Anzahl der iit4*^ verschiedenen %^ welche mit u und 
mit V diviMrt entweder zugleich Reste r>>^v und 9<Ciy>(K oder 
zugleich Rests r<;iii>>0 und (f>iv lassen, ist 

15. n,4-n5= i(u-l)(y— I)- 

Zehntens, die doppelte Anzahl 2u^ derjenigen t, welche mit u und 
mit V dividirt zugleich Reste r<i^u>0 und (f<Ziy>0 lassen, 
weniger der Anzahl üi derjemgen mU v aufgehenden z^ welche 
mit u dividirt Reste >^\i lassen, und der nut u aufgehenden 
Hg Zahlen z, welche mit v dividirt Reste > \y lassen, ist 
16. 2n6— Hl — n« = i(u— l)(v— 1). 

Elftens^ die Anzahl der mit v aufgehenden n^ verschiedenen z, 
welche Reste >>|o lassen, zusammen mit der Anzahl der Og mit u 
aufgehenden z, welche Reste 7>iy lassen, und der Anzahl n^ 
der z, welche mit u und y dividirt zugleich Reste ^>in und 
Q>^y lassen, ist der Anzahl n$ derjenigen z gleich, welche mit 
u und y dividirt zugleich Reste r<;iii>^0 und p<Civ>>0 lassen. 



i«. 
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«Uu hufkt, ta ist 
BeifpUL £• sd 



17. ni+a,4-a, *= n,. 



11, also UV SS 77 and 



la « SS 7, r 

19. « *= 1, 2, 3, 4, . . . . 38(=i(«»- 1)), 
M geben ^ bddMi Gleidumfen (2.a.8.) Folgendes: 

Flrc«Bia8456789IOll»I8141»iei7181»S0 212S83MS»MS7M8930S13SSS34S5MS9S<) 

M«,""00000011I 11112228228SSSS88S4444444ftS55 

90. { railS845e012 S4&6012S4560I2S4&601234560I2S 

i,«000000000 0111I111I11I222222222S28938SS 

»■■ISS46678eiO 012845676 »10 018845878 »10 0I2S4& 

31. SS62SSS68 612S75ft888884SftS228e8681275S5 

Die borizonUde Zeile (21.) giebt die Nummer der 8 Classen (6.) an, in 
wddie jedes » gebOrt Z. B.: Fflr s=17 ist r=s3<itf>0 und fs 
6>»^9, also gebdrt sr = 17 in die sechste Cbuse (6.); nnd so die andern. 
Znfolge (31.) gehören also 

/die 2 Zahlen II und 33 in die erste Classe, foIgUcb ist hier fttss ?; 
die 8 Zahlen 4, 5, 12, 13, 25, 26, 27 nnd 34 gehören in 

die zweite Classe, also ist n,= 8; 
die 5 Zahlen 6, 18, 19, 20 nnd 32 gehören in die dritte 

Classe, also Ist ns=s 5; 
£e I Zahl 22 gehört in die werte Classe, also ist . . ti,« 1; 
die 10 Zahlen 1, 2, 3, 1.5, 16, 23, 24, 36, 37 und 38 

geboren in die fünfte CSasse, also ist n« »= 10; 
die 7 Zahlen 8, 9, 10, 17, 29, 30, 31 gehören in die 

sechste Classe, also ist «b&s: 7; 
die 2 Zahlen 14 nnd 35 gehören in die si^ente Classe, 

also ist ii7= 2; 
Üe 3 Zahlen 7, 21 nnd 28 gehören in die acMe Classe, 

also ist 11,= 3. 

Diese Werthe der versdiiedenen » thnn non wie folgt den Gleichungen (7. 
Us 17.} des Lehrsatses Genflge. Nemlich 
^ die Gleichung (7.) Ist hier 2-|-8+5-t-l4-10-|-7-f 2-f-3 = 38=s=+(i»i>— 1), 

- - . (8.) - - 2 + 3«5i=*(»-l), 

. - - (9.) - - 24- 1 = 3 =*=*(«- 1), 

• - - (10.) - - 8-1- 10+2«20«=K«+0(»— = 4.8. 10, 



33. 



38 
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^die Gleichung (110 tot luer 1+10+7« 18 « K«<-1)<9^^ 

- • - (12.)- - 5+7+3«:15 = i(tf— l)(r— l)«=i.6.1(), 

. - - (130 • ^- 2+8 + 5 = 15=^(11— l)(r—1)«:i. 6.10, 

23. ^ - • - (14.)- - 5 + 10=15t=K«~l)(te-i)=1.6.10, 

. - - (15.)- - 8+ 7 = 15 = ^(«— l)(r — l)=i.6.10, 

. - ^ (16.)- - 2.l(>~2-^3«;il&=i(ii~iyr~1)«^^.(kl0, 

-. -^ - (17.)^ - 2+a + 5 ==t 10; 

Alles wie gehörig. 

fieweis. A. Dafs alle die 8 yerschiedenen.Cbmen fOr die e sUAlr 
iuiden Mannen, ist offenhar. Es ist nor au bemerken, dafs nicht, wie es 
scheinen kAnnte, auch noch far (5* Drittens}) eben wie (5. Erstlich und Zweitens}^ 
ein dritter Fall r=: und zygfei^ 9^=^0^ also keine a#iin/eCflasse .mfig"^ 
lieh iak Denn könnte ein er. mit u und 9 mugleich aufgehen, so wflrde es, 
da u und r nach der Vorausaetaung %u einander tkeilerfremd aind,. lUfblge 
(§. 26.) auch mit dem Product uv aufgehen mOsse«; wa9 nicht mögiieh iat^ 
da das gröfete der z. erat |(ii& — 1) ist. und also aile z<Zup sind. 

B. „ Dafs kein z in mehr ah einer Classe zugleich yorkommen kann, 
ist ebenfalls offenbar; denn eine Zahler kann zu einer andern u oder & nidil 
verschiedene Jke^^ zugleich lassen. Da nun zugleich jedes z nothwendig in 
einer der 8 Classen vorkommen mufsy indem nicht mehr als die 8Fine mftglich 
sind, so folgt, dafs die Summe der Mengen der z in den verschiedenen 8«C3a8sen 
der Anzahl der z eelbet gleich isL Difse letztere ist jt(«n-^i), abo mnfs 

24. ni + rt,+ ii» + ii4 + iij+fie+ii,+ii, == |(ifr_i) 
sein« Dies ist die Gleichung (7.) des Iiebrsatzes. 

C. Die mit u aufgehenden «, tir + its an der Zahl, sind offenbar die 

Vielfachen 

25. tt, 2ii, 3i/, 4ff, .... \{v—\)u 

von u, und keine mehr; denn das iiiifrA^/e Vielfache von u, nrailich \{P^'\)Uf 

ist schon größer als der grofsU Werth j (irr -^ l) von ar. Die Anzahl, jener 

Vielfachen von u (25.) ist aber i(r— 1), also ist 

26. fi^ + na = |(r-|). 

Dieses ist die Gleicliung (8.) des Lehrsatzes. 

D. Die mit v aufgehenden z, iti + n« an der Zahl, sind die Vielfachen 

27. r, 2v,.3v^ 4ü, .... ^(ti — 1)p 
von 0, und keine mehr; denn das itiirA^to Vielfache von c, nemlich i(ii+l)i?, 
ist schon yröfser n\B Att gr^le Werth |(trtF— I) von z. Die Anzahl der 
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VieUiMheii« von .9 (87 > irt aber Kif--:i), also ist 

Diese» ist die Gleidiiuig {9.} des Lekpsetses. 

E. Folgende Zaiilen z, und keine anderen, nemücb: 

0i0 |(»^|} ZftMeft 2, «+2, 3»f %.3v+X.. . . . i(».t}«.|.2 Usten m « d#ii Reit 2, 
I>M|(iH^t) ZiMiUa S, 9+3/ 2ii+S, 3p +3, ... . ^ih-1)«-H3 Immii sq v den Rest 3^ 

Die i(e+l) Zahlen ^(e-l), v^e-t), 2H^»-I), .... {(»^1) •+!(••!) laaeen 8« v «len Kest |(«-1). 

Alle diese Zahlen finden sich nnter den Werthen, welche » haben kann; 
denn die gröfHs nnter ihnen^(ir— l)0-f i(^*^0 =i(v--0 ^^^ ^^^ ^^^^ 
so grofs als z soll sein kftnnen; alle andern sind Meiner. Desg^eidien lassen 
sie aUe sn r Reste, die <Ci't; and ^0 sind. Sie sind also aasammengenom«- 
men die ii»-f ^ + ^ Zfihlen z in der 2ten, 51en and 7ten Classe (6.). 

Nnn ist die Anzahl der z in (29.) ^iCn+O-iCv— IX denn in jeder 
boriiontalen Reihe stehen \ (ir-f 1 ) Zahlen and die Anzahl der Reihe ist i(r— 1). 
Also ist 

30. ii,+ii5.-f»7 = ict«+i)*(t^-i;. 

t^ieses iist die Glelchnng ( 10.) des Lehrsatzes. 

F. Folgende Zahlen Zf and keine anderen, nemllch: 

/Die^v-ft) Zahlen 1, fi-f-f, 2n^.1, 3«-fl, .... ^(v-l)n«f 1 Uaen san den Reit 1^ 

|Die4(«+l) Zahlen 2, n + 2, 2ii4-2. 3n-f2. .... ^(e— 1)«+2 lassen zünden Rest 2, 

31•/Diei(v-^l)Zahten 3, m-|>3, 2n4-3, 3n+3, .... |(o— l)n-f3 lassen sn « den Reat 3, 

VBie4fwifP5&*len}(»-4>, tf/f4(»-i). ^^¥f^\\ .... i(t»-l)ir>4(«— I) laMfÄM «^«n Rest K*-!). 

Alle diese Zahlen finden sich anter den Werthen, welche z haben kann; 
denn die gröfite nnter ihnen ist i(a— l)tf-f |(tf— l)=sj^(tr9 — t), also nur 
i9it grOfste JK, Alle, andern sind kleiner. Auch laiMn sie alle zu u Reste, 
die <i^u and >0 sind. Sie sind alsd zusammendie it^-f ^»+^a Zahlen z 
in. der 4ten9 5ten and .6ten dasifre (60- 

Die Anzahl der z In (Sl.) ist aber i(t^4-l).l(ti—l), denn jede der 
l^tf-r-l) horizontalen Reihen enthalt iOr-f 1) Zahlen. Also ist 

32. n,4-ii5 + ^ = i(w -!)(«'+ !)• 
Dieses ist die Gleichnng (11.). des Lehrsatzes. 

Q. Die üs-fittt-f^ Zahlen s in (6.) lassen sSmmUich nach o Reste 
97>\v. Zieht man n,4-ii4=l(ti — 1)(9.) und iij-f iH-f Ii7 = i(tt4'l)(«'-') 
(10.) von iii+n,-hit,4-»4+Ws+»a+»T4-«i = *(«'i^ — l)(7.)«b» so ergiebt sich 
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«,-f 1^,+ns = ^(ui;-i)-^^(«i-i)-^(ii+l)(r-l) oder 
= iii0— i— lii+i— ittr-f in— -4r+i^ oder 
83. fh^fk+n. = i«p-iii-|»+^ = ^(ii-i)(r_i). 
Dies ist die Glddiiing (12.) des LeiirsiUei. 

H. Die iSt-f ^+^ Zalden sp in (6.) lassen simntfidi naeh u Reste 
r>i%i. Zielitman fh+n^^^K^-'l) (8-) und «4+«i+n,s=K«— i)Ci>4-l) 
(11.) von iii+^+^'f^4+^+^+^7+^ = i(tti?— 0(7.) ab, so orgielit 
sicli 

ni+»a+^ = i(iii^~l)-i(r-I)~i(ii-l)(r+l) oder 
= itfr~i-ir+i-iwr~i«4-|r-f i oder 

Dies ist die Glefchung (13.) des Lehrsatses. 
/. a. So wie die ^(«t^— 1) Zalden 

36. 1, 2, 3, 4, ..-, i(i/r — 1) 
durch z beaeichnet wurden, so mögen Ae weiter f&^enden ^{uv -* 1) Zahlen 

36. i(tir+lX *(«i^+3), Kur + 5), .... iir~l 
durch w bexeidmet werden. Alsdann gehört au Jedem z ein Wf und nur 
rin w, welches mit ihm xnsammen uv ausmacht; nemlidi 1 mit V9~l^ *j mit 
«I0--2, 3 mit 1/v — 3, •... l(tit^~l) mit iCtit'-fO susammen madien 
simmtUch uv aus. Wenn man also in der Gleichung 

37. Z'\'W 8= UV 
dem z alle die i(Kr-* 1) Werthe (35.)) die es haben kann, giebt, so hat iir 
deinerseits atte die \{vv^\) Werthe (36.), die ihm sukommen. 

b. Nun sei ffir irgend ein Zy welches weder mit u noch mit r OMtf-^ 
geht, nach (3. u. 3.) 

38. « = mtii-t-r = m^r-f (>, 

wo also weder r noch (» Null aber r<;ti» (xCi^ ist Ffir das zugekärige w sei 

39. tt = ju^tt-f-'^ = /f,r-f pS 

wo r'<iu und (»'<;<' angenommen wird; alsdann kann auch weder r' noch if' 
Null sein. Denn ginge w mit ii oder mit v auf, so mflfste aufolge (37.) auch 
z m\ u oder mit v aufgehen, gegen die Voraussetzung. Zufolge (37.) ist 
aus (38. u. 39.) 

40. z-^-w = (»»i+iei,)u-f r+r* = (iii,-f A^)r-f ^-f ^' = uv. 
Dieses ist so viel als die zwei Gleichungen 

41. UV = (mi-f Aii)ti-f r-f-r' und 

42. UV = (w2-f-iu,)r4-(>-f p' 
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Aus (41. u. 42.) folgt, dafs r-^-r^ mit u imd (»-f p^ mit v amfyehen mnfe 
($.180« Aber r-i^-r^ ist >0 und <'i«, weil r>0<ti und r'>0<ii; 
also mufs nothwendig 

43. r^r' = n 

sein; denn zwisclien und 2ii lieget keine andere Zahl als u selbst, die mit u 
aufginge. Gldchmäfsig ist^-f (»'>Ound <:2t, weil (»>0<r und (»'>0<9 
ist; also mufs auch nothwendig 

44. p + (>' = o 
sein; aus gleiehen Gründen. 

Aus (43.U.44.) folgt nun weiter, da&, wenn rZ>\u ist, r^^i^^O 
sein mufs, und umgekehrt; desgleichen, dal^, wenn 9>\v ist, ff'<C\v>Q 
sein mul^, und umgekehrt. 

c. Nun sind n^ Zahlen z vorhanden, fOr welche r>\u und zugleich 
if>\v ist (6.), also mufs es ßben so viele Zahlen w geben, fbr welche 
t^<Citi>'0 und zugMch if^<iiv>(i ist, denn su jedem z gehört ein w, 
fbr welches r^<i\u>Q und if'<i\v>Q^ wenn für das zugehörige z, rZ>\u 
und if>\9 ist (6.). 

Desgleichen sind n« Zahlen z vorhanden, für welche r<;iti>*0 und 
zugleich if<Zj[^>Q iBt (6.), also mufs es eben eo viele Zahlen w geben, 
fttr welche r'>>ti und zugleich if'>iv ist; aus gleichen Gründen. 

Es sind also unter den Zahlen z und w zueammengenommen, 
das heifst unter den Zahlen 

45. 1, 2, 3, 4, .... UV — 1 

nothwendig überhaupt ni-\'ni Zahlen vorhanden^ die, weder mit u noch mit v 
emfgchmdf nach u Reste r oder r'^^u und zugleich nach r Restex» oder 
ff^ S>\^ lassen; und eben so viele Zahlm, welche, weder mit u noch mit v 
aufgehend, nach u Reste r oder r^<:^ti>0 und zugleich nach v Reste q 
oder if^<H^>'0 lassen. 

d. Um durch u und r ausgedrückt zu finden, wie viele solcher letzt- 
genannten Zahlen unter den z und w zusammengenommen sich befinden, be- 
zeichne X jede derjenigen Zahlen aus der Gesammfheit der z und u>, abo 
aus den Zahlen (45.), welche mit u dividirt einen Rest e<Ziu'2>0 und mit 
V dividirt einen Rest a <Cii'Z>0 Ififst; so dafs also 

46. X s= eif-f« == ^i?+cT 

ist, wo «<iti>0, zugleich a<^r>0 und x<fir also e<:v, s<:u sein soU. 

Cralie*s lomal iL d. BL Bd. XXVII. H«a 2. 20 



154 iO. EHcyhhpädie der ZaUentkewie. S« 30. Fonn. 47— 4». 

e. Aus (46.) folgt 

47. *»= €U'\'6 — a. 
In dieser Gleichung soll also 6 alle die Werthe 1, 2, 3^ .... i(tr— 1) nnd 
a alle die Werthe 1, 2, 'i^ .... i(r— 1) bekommen können, während s<ith 
e<Cv ist. Was nnn auch «— (X sein mag, positiv, oder negativ, oder Null: 
iomier giebt es nach (§. 34. IIL) einen Werth von s<iu, welche der Glei- 
chung (47.) genug thut; also kann in (47.) und folglich in (46.) in der That 
8<Z,u und folglich, da a nothwendig <iv ist, auch x<Zuv sein. Also kann 
in (46.) € wirklich alle die Werthe 1, 2, 3, .... i(ti— 1) und a alle die 
Werthe 1, 2, 3, .... i(t?— 1) haben, für ^<iUf^ 

f. Nun kann zunächst in (46.) erst e ohne Rftcksicbt auf #r-f-<x offen- 
bar alle die Werthe 1, 2, 3, 4, ... . i(ti— 1) haben; denn alle die x, welche 
diese Werthe des Restea « geben, sind vorhanden. 

Aber giebt man iem c irgend einen bestimmten Werth, 2.B. 1, so 
kann zufolge (e.) fOr dieses nemUehe e=:1, a jeden. dw ^(r— 1) Werthe 
1, 2, 3, .... \{v—i) haben, und zwar offenbar immer ffir ein anderee x, 
da ein und dasselbe x nicht verschiedene Reste a lassen kann. Fflr « = 1 findet 
sich also zu jedem a=l, 2, 3, .... iCt^ — 1) irgend ein x. Fol^ch giebt 
es ia (46.) iCf-*-!) vereehiedene x, die alle den Rest B=zt^ abmr die mt- 
schiedenen Reste <T=t, 2, 3, .... ^(v — 1) lassen. 

Cranz gleich verhalt es sidi fflr Jeden der ^(ti—t) Werthe 1, 2, 3, ... . 
.... -^(ti — 1), welche e haben kann. 

Also giebt es Oberhaupt ^(ti-—l).|(r—- i) = ^(ti—l)(i?—l) ver- 
schiedene X unter den Zahlen (45.), welche nach tr Reste <Cltf>*0 und 
zugleich nadi v Reste <[ir>*0 lassen. Die Anzahl dieser Zahlen war (c.) 
= ii3-f 9^9 cÜBO ist 

48. n,^n, = \{u-\){v-\). 
Dieses ist die Gleichung (14r) des Lehrsatzes. 

iS: Zieht man it^-f ii8 = i(r — 1) (8.), »i+»4 = *(«— 1) (9.) und 

ii3-[-n5 = i(ii— l)(ü — 1) (14.) von n, + n,-f iij-f n^-f »5+n6+^+"« = 

\{uv—\) <7.) ab, so ergiebt sich 

»^2+it6 = -Kifr-l)-l(r-t)-l(ti-l)-i(ti-l)(r-I) oder 
fh\fk = i«t? — *— ir + i — iii + 1 — iwr + iti+^r — i oder 

49. n,+^ = iwr — iti— ir + i = i(w — l)(t^— I). 

Dieses ist die Gleichung (15.) des Lehrsatzes. 
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L. Addirt man i^+n« «=*(« — !) (r- 1) (15.) ra 2(ii3-fiis) = 
^(ti — l)(r— 1) (14.) und rieht von der Summe n2+^+^ = i(*' — 0(^—1) 
(12.) nnd ni4-ii,-{-ii3 = i(u— l)(r— 1) (13.) ab, so ergiebt sich 
2(|^+ns)+lh^-|^— «3— «6—^—^1— n,—ii3=(i+i—i—iX««—l)(t^ 

50. 21I5 — «t — n» = i(tt— 1)(«^— !)• 
Dieses ist die Gleichung (16.) des Lehrsatzes. 

M. Ziehtman endlichii3-fw5=l(t«— 1X^—0 (14.) von Sitj— «1— iig 
= i(if— l)(r— 1) (16.) ab, so ergiebt sich 

2115— 1I4 — iig — iij— iij = oder 

51. »i-f ^+»3 = ^• 
Dieses ist die Gleichnng (17.) des Lehrsatzes. 

JV. Anm. Der Theil des Beweises QL) enthält eigenthflmliche Er- 
wSgnngen und bedarf wesentlich des Satzes (§. 34) , welcher auch weiterhin 
oft nöthig ist. Alles Übrige ist sehr einfach. 

§• 37. 
Lehrsatz. 
L Es seien m und n zwm beliebige positive ganze Zahlen 



und es sd 

Setzt man 



1. n>m. 



2. 



m = /iiU + ri, ( n = »',m4-(>,, 

2m = iw^n + r,, j 2n = ^jm-fPi^ 

3m = ittjU-f-Fs, ^^ 3^ / 3n = ^m+p,, 



((n— l)m = /t|^in+r„.i, I(m— l)n= i^«^m+p«^i, 

nm=;i»n-fr«, \ mn=^«,m-fp« 

im/€r der Bedingung, dafi die sOmmtlichen r und q positiv sind und 

4. die T aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... n, 

5. die Q aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, .«.. m — l 
genommen werden, und bezeichnet die Summe der sOmmtlichen Quotien^ 
ten fi^ nmntieh 

6. /i4 + /ri,-f^ .... +ii^^i-f-A*. durch S/i; 
üe Summe der sämmtUehen Quotienten 9^, nemlich 

die Summe der sOmmtlichen Reste r, nemlich 

8. Fi+ra+Tj .... +r«.i + '^« durch Sr; 

20* 
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die Summe der eämmilichen Reste ^, nemliek 

9. 9t-\-92+9i "" +^— i+C- *»«s* 8q, 
«o ht 

10. r, = n, f, = 0, 

11. /*, = m— 1 ttnrf V, = n, 

12. S/»-f Sy = mn, 

13. mSr+nSp = ^mn(m-{-n). 

II. Sind m und n zu anander thälerpremd, eo ist 

14. Sr = iii(n-f 1), 

15. S(» = im(m— 1), 

16. S/*=i(n+t)(m-l) j 

17. Sy = H(n-Om+n+l)(^^TS»'=mil, 

18. S/*— ^.==Sv— »',= i(n— l)(in-l). 
Beispiel 1. Es sei fOr beliebige m und n, 

19. m = 8, « = 20, 
so ist in (2 n. 3.) 

1, 2m = On-f 8, 16, / 1» = 2i»-f-4, 

3, 4, 5wi = ln-i-4, 12, 20, I2» = Sm-fO, 

6, 7m = 2n-j-8, 16, 13ii = 7m-f4, 

8, 9, lOi» = 3»+4, 12, 20, Mn = lOm+O, 

-*"• ^ It, 121» = 4n+8, 16, **"* '**• \5n = 12»i+4, 

|13, 14, 15« = 5n-f 4, 12, 20, J611 = ISm-f-O, 

16, 17m = 6n-f8, 16, 1 7n = 17m-i-4, 

18, 19, 20«i = 7«-f4i 12, 20, \ Hn == 20« -fO. 

Die Summe aller Qactieaten fi and r ist hier 
S/*+Sv = 2.0+3.1-f 2.2+3.3+2.4+3. 5+2.6+3.74-2+54-7+10+12 

+ 15 + 17+20, oder 
22. ÄA*+'Sf»' = 3+4+9+8+15 + 12+21 + 88=160 = 8.20 = iiMi; 
gemfifs (12.}. Femer ist 

23. fi^ z=7 = m—t und i'^ = 30 = «/ gemife (11.), 
24. mSr-{^nSQ = 8(8+16+4+12+20)4+20.4.4 = 4.8.60+320 
= 2240 = 1.8.20(8+20) = fwii(iii+n)} gemAfe (13.), 
25. r, <= 20 = n und tfm = 0; gemifs (10.). 
Beispiel 2. Es sei für theilerfremde m nnd n, 
26. m =s 9, n = 38, 
so ist in (2. n. 3.) 
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1, 2, 3, 4« = 011+9, 18, 27, 36, / tn= 4iii+2, 

5, 6, 7, 8»! = l»-}-'» ^6, 25, 34, / 2n= 8»i-f4, 

9, 10, 11, 12m = 211+5, 14, 23, 32, I 3n= 12m-i-6, 

13, 14, 15, 16m = 3i»4-3, 12, 21, 30, Un = 16»i+8, 

27. <17, 18, 19, 20, 21m = 411+1, 10, 19, 28, 37, 28. < 5n=2lm+l, 

22, 23, 24, 25m = 5ii+8, 17, 26, 35, ]6ji = 25«i+3» 

26, 27, 28, 29m = 6»+ 6, 15, 24, 33, f 7» = 29m+5, 

30, 31, 32, 33m = 7ji+4, 13, 22, 31, 1 8» = 33m+7, 

^34, 35, 36, 37, 38m = 8n+2, 11, 20, 29, 38, \ 9n = 38m+0. 

Die Summe der Quotienten jt» nnd r ist hier 

5^ = 4.0+4.1+4.2+4.3+5.4+4.5+4.6+4.7+5.8 oder 
29. 8fi = 4+8+ 12+20+20+24+28+40= 156 = i(38+l)(9 — l) 

= i.39.8 = i(ii+l)(m-,l); gemftfs (16.> 
Die Summe der Quotienten y ist 

30. 8v = 4+8+ 12+ 16+21+25+29+33+38 = 186 
= i<(38— i)-9+38+l) = i(37.9+39) = 186 = i((n— l)m+n+l); 

gemflft (170* Femer ist 
31, «Ju— ^.= 156 — 8 = Sv—y»= 186— 38 = 148 = ^.37.8 

= ^(n— l)(m— 1); gemftfs (18.), 
33. 8r = (1+2+3.... + 38) = i.38.39 = J«(«+l); gemäfs (14.), 
33. S^ — (1+2+3. ...+ 8) = ^. 8. 9=im(m— 1); gemfifs (15.). 

Beweis. A. Da nKin sein soll und zufolge der ^sUn Gleichung 
(^.) ViM noch um ffi kleiner als n ist, so ist in (2.) f&r m, 2m, 3m, .... v^m 
Bodiwendig jUt = 0. Also sind die mvImi Vt Quotienten /»i, /f,, ^, .... fi,^ 
simmdich NnIL 

Das nächstfolgende Vielfache (Vi+l)m von m ist schon >>»; denn, 
noch dnmai m zu der ersten Gleichung (3.) gethan, würde einen Rest ifi-\-m 
geben, der >m wAre; was nicht sein soH Also ist der Quotient /«,,+, in 
(2.) Aet er$te deijenigen, welche nUtht NnU, sondern 1 sind. Aber v^m isl 
nadi der 2ten CHeichung in (3.) noch um ^, kleiner als 2n Also sind in 
(2.) andiäDe folgenden Vielfachen (yi+2)m, (Vi+3)m, (yj+4)m etc., von 
«t.to zn ¥tmt nodi kleiner als 2n, und folg^eh sind alle die y«—y| Quotien- 
ten A*».+i» /*».+«» i^.+>» •••• ^'. ta (2-) »«mmlHch = 1. 

Auf dieselbe Weise folgt, dafi; die sSmmtlichen Vi — Vt Quotienten 
^.•»■o /*».-»•» *'',+>» •••• Hy» ^ 0^0=2 sind, die sammtlichen y^—v^ Quo* 
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tienten /^r.+n /^r,+2 9 i^^+s^ •••• f^^^ ^^^ C^O =^9 u.8.w. ZnleUst^also sind 
die letzten v« — v^-i Qnotienten fi gleich »i — !• 

jB. Nimmt man dieses zusammen, so ergiebt sich Folgendes: 

die ersten Vi Quotienten fi sind = 0, 

die folgenden v,— n Quotienten fi sind = 1, 

die folgendem^) — y, Quotienten /i sind =: 2, 



34. 



die vorletzten y^^i — y^., ' Quotienten fi sind = m — - 2, 
die letzten r^ — v^^i Quotienten fi sind i=m — 1 • 
Der Betrag S/i der sämmtHcAen Quotienten fi (6.) ist also 

35. iSf;i = ()v,+ l(y2-n) + 2(v,-v,)+3(n-n) .... 

.... +(m — 2)(y^i— y^0 + (»»— i)(^m — y—i). 
Daraus folgt, wenn man weglfifst was sich aufhebt, 

36. S/i-^-Sr = mi/^. 

C Nun ist in der letzten Gleichung (3.) r^ = n, und in der letzten 
Gleichung (2.) /i„ = m— 1. Denn es kann in mit = f'j.ifi-f-C^» der Rest 
Q^ nur =0 oder =m sein, weil v^m mit m avfgeht und also auch (»^ mit 
m aufgehen mufs; eben so kann in nm =^„11 -fr,, der Rest r,. nur = 
oder == n sein, weil fi^n mit n aufgehl und also auch r„ mit n aufgehen 
mufs. Aber ein Q=:tn soll nach (5.) und ein r = nach (4.) nicht Statt 
finden. Also kann in der letzten Gleichung (3.) ^^ nur = und folglich 
r^ nur =11 sein, wie es (10.) behauptet, und in der letzten Gleichung (2.) 
kann r„ nur =n und folglich fi„ ntir =«1 — t sein, wie es (11.) behauptet. 

D. Setzt man dem gemSfs in (36.) fOr v^ seinen Werth n, so er- 
giebt sich 

37. Sfi'\'Sy = mit; 

welches die Gleichung (12.) des Lehrsatzes ist 

E. Summirt man alle die Gleidiungen (2.), so wie di^enigen (3.), 
so erhfilt man 

3a (1+2 + 3 + 4 ....4.n)m = «S^^Sr = |(n-fl)iii« und 
39. (1+2 + 3 + 4 ....+«»)n = mSv + 8g = i(«i+l)mii. 

In (38.) mit m und in (39.) mit n. multiplicirt und die Summe der Prodocte 

genommen, giebt 
.40. imii(»+l)ifi + ititii(m+l)» = «»(«;*+ 5y)+»iSr+iiiSp, 

oder, da 8iJ.'\'8r=zmn ist (12.), 
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iiiiii[«(ii+l)+ii(m + I)] = m'ii' + i»Sr4-iiiS(P oder 
41. nkSr-^-nS^ sa ^»i«(m-f »); 
welches die Gleichung (13.) des Lehrsatzes ist. 

F. Sind m und it zu einander theiterfretnd, so sind nach (§.34.) 
in (2.) die r die sämmliichen Zahlen 

42. 1, 2, 3, 4, II — I, n. 

Denn nach (§. 34. I.) würden in (2.) den Factoren 0, 1, 2, 3, .... n — 1 
von m die Reste 0, 1, 2, 3, 4, .. . it — ( zukommen, und zu dem Reste 
gehört der Factor (§. 34. L). Dieser Factor findet hier nicht Statt, also 
auch nicht der Rest 0. Dagegen kommt hier der Factor n noch hinzu, und 
für diesen ist der Rest r zufolge (10.) = it. Also sind die r in (2.) nolh- 
wendig alle die Zahlen (42.). 

Eben so sind die q in (3.) die sämmtlichen Zahlen 

43. 0, 1, 2, 3, 4, m — \. 

Denn den Factoren t, ?, 3, .... m— 1 in (3.) kommen nach (§.34. I.} die 
Reste 1, 2, 3, .... n— l zu, und der zu dem letzten Factor m in (3.) 
gehörige Rest (»,« ist nach (10.) ssO^ so dafs also zusammen die 9 die Zah- 
len (43.) sind. 

G. Aus (42. und 43.) folgt nun unmittelbar, dafs die Summe der 
Reste r, nemlich Sr^ =1(^4*^)^ ^^ ^^^ Summe der Reste 9, nemlich 
Äp, =^iii(«i — 1) ist; wie es (14. u. 15.) behaupten. 

H. Setzt man (14. u. 15.) in die Gleichungen (38. u. 39.), welche 
hier in dem besonderen Fall ebenfiedls stattfinden, da sie fOr jedes tn und n 
allgemein gelten; so ergiebt sich 

44. |(ii-f l)w»ii= niS^-f i^(^*"fO TUttd 

45. i(w^t)iiii» = mSr-^^mim—l) 
oder 

46. i»i(n+l)— iCn^-l) = Ä^ = ^(ii+l)(iii— 1) und 

47. iii(iWL+l) — i(»»— 0= Sr = ^((it— l)fii+ii+I); 
welches die Gleichungen (16. u. 17.) des Lehrsatzes sind. 

J. Aus (16, 17. u. 11.) ergiebt sich 

48. Sf^--fi. = i(ii+l)(in-t)-(m-l) = ^(ii-l)(w-l) und 

49. 8r-r^ = i(ii_l)m+i(ii+l)~ii = ^(n~l)(m-l); 
wie es der Lehrsatz in (18.) behauptet. 

£ Anm. Der Beweis erhält seine Entwicklung besonders durch 
die Sununirung der Gleidiungen (34. in jB.), die ihrerseits aus einfachen Be- 



2. 
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trachtangen hervorgehen. In (C) wird der bekannte Ansdrads der Summe 
einer sogenannten arithmetischen Reihe zu Hfllfe genommen. 

§. 38. 
Lehrsatz. 
Es seien mu9idn9iim beliebige positive ganze ZuMen und es sm 

1. n>m. 
Man setze 

m = A*in-f r^ / n = ^'im+pi, 

2m = ^n+rj, l 2n = Vam + Pi^ 

3m = ^n-f 1*31 1 3n = Vjm-f (^3» 



wenn n ungerade und j trmit m ungerade und 

inm = A*|,n-f r|„y f ^mn = yj^m-j-pi«, 

wenn n gerade ist, \ wenn m gerade ist, 

unter der Bedingung, dafs die sämmtUeken r und ff positiv sind und däfs 

4. die r aus den Zahlen 1, 3, 3, 4, •••. n und 

5. die if aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, •••• m— 1 

genommen werden.- Femer beznchne man die Summe der sdmmtlichen 
Quotienten fi^ nemUch 

6- /*i+^+i^3 •••• +A^»(«.i) oder fi^^ durch Sfi^ 
und die Summe der sdmmtlichen Quotienten v^ nemlich 

7. ^i+^a+^s •••• •'k—i) ^^^ ^im durch 8r. 
Alsdann ist 

|1. S/i-f Sv = i(m— l)(n— 1), I fTtfim m ungerade 



9. 



g jl. S/i-fSv = i(m— l)(n— 1), I iTMii m ungerade 
|2. ii^Kn^i) =i(m—l) wirf r|(,«i)=^(n—m);| wirf n tin^erarf« w/; 

1. S^-f Sy = i(™""^)^^ ( wenn m ungerade 

2- i^A(n-i) =i(m— 1) wirf r|„ =in; | wirf n gerade ist; 
1. S^4-Sv = *m(n-l), ^nmserade 

' l»'i» =i(n— 1) und (»^ =im; I 

jl. S/*+Sy = imii, j „,^^ gerade 

l 1^1. =in wkJ ^4, ==0, I 



1.35= 5.74-0> 

2.35=10.74-0, 

13.35 = 15.7+0; 
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Beispiel 1. fflr (8.). Es sei 

12. » = 7, « = 35, 
so geben (2. o. 3.) 

/ 1, 2, 3, 4, 5»i=90ji-f7, 14, 21, 28, 35, 

j3 I 6, 7, 8, 9, 10«=m+7, 14, 21, 28,35, « .. 

)11, 12, 13, 14, 15» = 2n+7, 14, 21, 28, 35, 

l 16, 17» ==3 «4- 7, 14; 

und die Summe slmmtlidier Quotienten Ist 

14. S/*-|-firy= 5.0-f 5.1-1-5.24-2.3-f 5-1-10+15=51 = i(7— 1X35— 1) 

= ^; gemifs (8. 1.). 

Oess^ddien ist /i*j(«_i) = 3 s= ^(« — 1) and r^(^^ = 14 = i-(ii— m); ge- 
mlfe (a 3;). 

Beispiel 3. fflr (8.). Es sei 

15. m = 9, » = 39, 
so gdkn CS. u. 3.) 

1, 2, 3, 4w = 0«+9, 18, 27, 36, /l 39= 4 9J-3 

5, 6, 7, 8«.= U+6, 15,24,33, (2:39=8*9X6; 

17. {9, 10, 11, 12, 13«i = 2»+3, 12, 21, 30, 39, 18.(3 39 = 13 9la 

t4, 15, 16, 17»=3«+9, 18, 27, 36, 4:39 = 17:9+3^ 

18, 19m=4ii+6, 15; ^ * 

also ist die Snmme sfimmtlidier Quotienten hier 

19. fir;e*+Sy = 4.0+4.1+5.2+4.3+2.4+4+8+13+17 = 76 
= i(9-l)(39-l) = i^; gemflfs (8. 1.). 

Desg^dien ist fi^n-t^ b= 4 = \{m — \) nnd r^, =s 15 = ^(n— m); ge- 
mift (8. 2.). 

Beispiel 3. fflr (9.). Es sei 

20. m = 21, n = 24, 
so ist 

CraO«*« JooTMd 1 d. M. Bd. XXVO. HtftS. 21 
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Im = On-|-2l, 

3m = 2ii-{-15, 1 2ii = 2m4- 6, 

4m == 3»-fl2, I 3»= 3m-f 9, 

5m = 4n-j- 9, 14»= 4m-j-12, 

21. 7 <*"•= 5n+ 6, ^j 22. / 5« = 5w+!5, 

7m = 6n+ 3, \ 6n = 6m+18, 

8m = 6n-f24, j 7n = 8m -j- 0, 

9m = 7»-j-2I, I 8» «= 9m-f 3, 

lOm = 8n-fl8, I 9n = lOm-f 6, 

Um = 9ii-|-l5, ^ 10«=llm-f 9, 
12m =10n-i-12, 
also ist hier 

23. SAt+Ä»' = 6l+59==120 = i(2l— 1)24=^^; gemftfe (9. 1.). 

Desgleichen ist /«4(,.i)= 10 = ^(m— 1), Tk,.,, = 12 = 4^»/ gemflfs (9. 2.). 

Beispiel 4. fflr (10.). Es sei 

24. m = 6, « = 15, 
so ist 

il, 2m = On+e, 12, (lii==2m-f3, 

3, 4, 5m = in-j-a, 9, 15, und 26. {2ii = 5«-[-0,, 
6, 7m = 2n-i-6, 12, l3»==7m-f3, 

also ist hier 

27. «At+Si'= 2.0+3.1+2.2+2+5+7 = 21 =i6(I5--l) = ^; 
gemflfs (10. 1.). Desgleichen ist ^jj,_,j=2«=^m— 1, r^^n-i) = 12 = n'^im, 
yt« = 7 = i(n— 1), pt„ = 3 = im; gemflfs (10. 2.). 
Beispiel 5. fflr (11.). Es sei 

aa m = 8, n = 34, 

so ist 

{1, 2, 3, 4m = 0n+8, 16, 24, 32, /ln=^ *»»+2, 

5, 6, 7, 8m=ln+6, 14, 22, 30, j2»=8m+4, 

9, 10, 11, l2m=2« + 4, 12, 20, 28, °"° **"• pii=12m+6, 

13, 14, 15, 16, 17m = 3n+2, 10, 18, 26, 34; (4fl=17m+0, 

also ist hier 

31. Ä/*+Sy= 4.0+4.1 +4.2+5.3+4+8+ 12 + 17=68 = i.ft34; 
gemflfs (11. 1.). Desgleichen ist ft^= 3 = ^m — 1, r^. := 34 = n, 
yj„ = 17=^11 und (»f=*0; gemflfs (11. 2.). 
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Beweis. Erster Fall (8.), wefm m ungerade und n un- 
gerade ist A. Ganz wie in dem Beweise (§. 37. A.") folgt, dafs die ersten 
Vi Quotienten /i in (2.) Null, die folgenden fa— V| Quotienten /u = 1, die fol- 
genden y3~>'a Quotienten ^tt == 2 sind, u. s. w.; zuletzt die >'4(m-i)— ^K-^-a) Quo- 
tienten 5=i^(j» — 3). 

0. Nun ist fflr die letzte der Gleichungen (2 ) , nemlich fDr die 
Gleichung *(n— l)»t = ^|(^.,)n+r4^^,), 

32. ^(n — l)m = imn—im = |.(m— l)ii+i(n— m). 
Hier ist ^(n — m)>0, weil n>iw sein soll (1.) und i(n— m)-<n. Auch 
ist i(ii— m) — n= — ^(n-fmX und i(»— iii)-}-n > ii. Also ist 
i(n—tn) der Rest r^^^-i), und folglich auch 4(f/i~l) aus (32.J derQuofieill 
i^i(n.i)9 so dafs also 

33. /i4(,.i) = i(m— 1) und r4(„.i) = i(w— m) 
ist; wie es (8. 2.) behauptet. 

C. Zufolge QA.) waren die letzten ^^(m-i) — ^ttm-3) Quotienten ^ = 
^(m — 3): also auch der y^im^t) Quotient /x ist erst =|.(m— 3), und folglich 
am 1 kleiner als der letzte fi^^n^i^ der überhaupt vorhandenen ^(n — 1) Quo- 
tienten, welcher nach (33.) =1(^^—1) ist. Daraus folgt, dafs zunächst alle 
die ^Km-i) Quotienten /ti = 0, 1, 2, 3, .•.. ^(m — 3) vorhanden sein müssen, 
weil kein Quotient fi grOfser ist als der letzte und sie gruppenweise regel- 
mfifsig um 1 zunehmen: dann aber noch ^(n — 1)— ^4(m-i) Quotienten /i = 
^(m — 1); denn der nächste auf den v^(m-i)ien folgende Quotient ist um 1 grö- 
fser als dieser und der letzte fi^^n^i) ist es nach (33.) ebenfalls. 

D. Die Quotienten ^ haben also zusammengenommen folgende Werthe: 
die ersten Vx Quotienten fi sind =0, 
die folgenden v, — Vg Quotienten /i sind = 1 , 
die folgenden v^ — y^ Quotienten fi sind =2, 

34. <die folgenden r^ — yj Quotienten /i sind ==3, 

die vorletzten ^icm-i) — ^icm-s) Quotienten fi sind =i^(m— 3), 
die letzten i (» — 1 ) — ^4(m-i) Quotienten fi sind =^(»i— 1). 
Die Summe der Werthe alter Quotienten /^ ist also 

35. Ä^ = 0.y,+ l(i^-yi)+2(y3~y,)+3(n-f3).... 

....+*(«^-"3)(n(--«)~n(«-i))++(^'»-0(i(«-i)~n(--i)). 

und dieses giebt, wenn mtm weglafst was fdch aufhebt, 

21» 
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Sfi.^ ^v, — y^-^y^ ^r^^,,^^y^^^^^i(m'-i)(n—l) oder 

8& Sfi'\-Sy «= i(m— l)(ii— I). 

Dieses ist die Gleichung (8. 1.} des Lehrsalses. 

Zweiter Fall (90) wenn m ungerade wnd n gerade ist. 

B. Gans wie in (JL) sind die ersten V| Quotient» f$ ^eidi NoD; die 
folgenden rf-yg Quotienten ^«=1; die wdtw folgmiden r^-^-Vt Quotfenten 
as=2 etc^ die vorletzten ^'k.i-i)— ^u»-«) Quotienten A* = i(«»— 3). 

F. Sodann ab» ist hier fftr die Utzle der Gleidmnfm (3.), nem* 
Kch f&r iiim=:/i4«ii-fr|«, 

37. inm = ^(«i~i)j| 4.^11. 
Hier ist in>0 und <ii.* Auch ist in— ii=— iii<0 und ^n'\'n=z 
in>n. Also ist ^n der Rest r^ und folglich au<^ K^^*— >& (37.) der 
Quotient fiy.^ so dafs also 

38. A*i» = i(«a— 1) und r|, = ln 
ist, wie es (9. 2.) behauptet 

G. Wiederum wie in (Cl) folgt, daA alle die i^km-o Qnotiratra fi=^ 
0, 1, 2, 3, ... . 4^(01 — 3) varkandem sind; und dann no<^ i'^—^^m.^ ^u° 1 
gröfsere Quotienten fAs=:\(m — 1). 

H. Die Quotienten fi haben also susanunengenommm folgende Werthe: 
die ersten Vg Quotienten ^ sind ^=0, 

die folgenden v^—Vi Quotienten fi sind =1$ 
die folgenden Vy — y^ Quotienten /t sind =^'i^ 



39. 



) 



die Yorietzten ^k»-!)— ^k«.^) Quotienten (a sind =^(01 — 3), 
die lotsten ^n — V|(».|) Quotienten /i sind =l(m — 1). 

Ihre iS^Miiiie betragt folglich 

40. ÄA* = 0.yi4-l.(f^a— y,)+2(n— *^2)+3(n~n) •••• 

•••• +*(«•— 3)(*'fc(«.i)->'*c-D+i(«»—l)(*»-n(-i)X 
und dieses giebt, wenn man weglsfst was sich aufhebt, 

Sfi — —v^—v^—v^ •..• — ^(m-j)— ^Ki-i)-|-i(»i — i)ii oder 

41. S/i + Sy = i(«i— l)»/ 

welches* die Gleichung (9. 1.) des Lehrsataes ist. 

Driller Fall (10.), wenn m gerade und n ungerade ieL 

L Gans wie in (J.) sind die ersten r^ Quotienten .a gleich Null; die 

folgenden v^ — Vi Quotienten fi ünA = I, die weiter Iblgenden y^ — y, Quotienten 
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/is?:2 etc. Die letzte Gleichung (3.) ist aber hier ^ mn =: r^^m -{- (f^^ ^dso 
steiget r bis r^^ ^ und folglich sind die letzten Quotienten /i diejenigen r^m — ^im-n 
und ihr Wertb ist «s^m— 1. 

JL Sodann ist fflr die letzte der Gleichungen (2.), nemiich ffir 
^(n — l)m = ^,.1) »4"^i(-i) > 

42. ^(n — l)m = (im— On+n — im. 
Hier ist ii — im>>0, weil it>>»i sein soll, und zugleich n—^m<Zn. Auch 
ist »— ^m— 11= — im<0 und «— ^m-f » = 2ii— l^m>ii. Also ist 
n— ^m der Rest r^(».i), und folglich auch, aus (42.)) im-^l der Quotient 

43. iti4„.4) == |m— 1 und Tk^d = n — |m 
ist, wie es (10. 2.) behauptet. 

L. Hieraus folgt, dafs es aufser den letzten '^ftm-^^Km-i) Quotienten 
fi in C'.), derea Werth schon ^m—i war, keine weiter giebt. Denn der 
Werth des letzten |^(ii— l)ten fi in (2.) ist nach (43.) auch nur =im — 1. 
So folgt denn also auch, dafs hier v^^ selbst =i(it— 1) sein mub. In der 
That ist fflr die leUle Gleichung \mn=zv^^m-\-ff^^ in (3.) 

44. \mn = ^{n—i)m'\-\m. 
Hier ist iivi>^0 und <::«^ also ist ^m der Rest q^^ und folglich audi i(it— 1) 
der Quotient v^^ so dafs also 

ist, wie es (10. 2.) behauptet. 

M. Es sind also in dem gegenwfirtigen dritten Falle Oberhaupt nur 
die in (i*) verzeichneten Quotienten /i vorbanden, und y^^ ist =5^(11 — l). 
Die Quotienten haben also folgende Werthe: 

die ersten Vi Quotienten fi sind =0, 

die folgenden ^2 — ^i Quotienten fi sind =1, 
jQ j die folgenden v^ — v^ Quotienten [x sind = ?, 

die folgenden r« — v^ Quotienten /u sind s=: 3, 

die letzten »'i.n— ^i^-i öifar i(ii~l)— y|„,-i Quotienten (i sind =|^m— 1. 
Ihre Summe belrfigt demnach 

oder, v|enn man weglfifst was sich aufhebt, 

48. SfA = — y, — y,— ^3 .... v^^ — v^^^^\{\m—{).\(n — {). 
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Dieses ist, da n+^'a-f ^3 •••• +^4m-i = Sr—r^^ (7.) ==Äv— ^^(n— t) (45.) 
ist, so viel als 

Sfi = — iSfy+i(n— l)4-(i« — l)^p(»— 1) oder 
49. SfM^Sy = im(»— 1); 
und dieses ist die Gleichung (10. 1.) des Lehrsatzes. 

Vierter Fall (11), wenn m gerade und n gerade ist. N. Gans 
vrie in QA.') sind die ersten r Quotienteii fi^=0^ die folgenden y« — i^i Quo- 
tienten fi sind = 1; die folgenden, y^-^r^ Quotienten /i sind ='2, u. 8.w. 
Die letzte Gleichung (S.) ist hier ^mn =z y^^m-j^p^^^ also steigt hier y bis 
y^m\ die letzten Quotienten fi sind hier diejenigen v^^ — r^^^i und äir Werth 
ist =^m— 1. 

0. Diese Quotienten ^ kommen auch wirklich alle vor, und keiner 
mehr: denn die letzte der Gleichungen C^O '^^ ^^^ i'^^^^i^ii^-f ^i»* ^^ 
derselben folgt, dafs r^^ mit n aufgehen und folglich s^n sein mufs, da die 
r nicht und nidit >n sein sollen (4.). Hithin ist hier nothwendig 

50. ^|, = ^m— 1 und rj,= «; 
wie es (11. 2.) behauptet. Ähnlich folgt aus der letzten Gleichung (3*}, 
welche itwn = i/|^m-|-P|m ist, dafs q^^ mit m aufgehen und also =0 sein 
mufs, da die q nicht gröfser alsrM— 1 sein sollen (5.), so dafs idso 

51. j/^^ = ^n und p^^ =^ 
sein mufs; gemäfs- (11. 2.). Die ^im — n—i Quotienten in (ZV.), an Werth 
j^m— 1, sind also die letzten fi^ denn es sind nur |^it Quotienten ju in (2.) 
vorhanden, und r^^ ist =^11 (51.); desgleichen ist der Werth des letzten 
^i„ oder der letzten fi =^jn — 1 (50.); wie es für die r^m-^y^m^i letzten 
Quotienten sein soll. 

P. Die Quotienten fi haben also in dem gegenwärtigen vierten Falle 
folgende Werthe: 

die ersten Vi Quotienten p sind =0, 

die folgenden )^2 — ^1 Quotienten fi sind =1, 
^2 1 die folgenden Vj — ^2 Quotienten fi sind =2, 
I die fegenden p^-^-v^ Quotienten fi sind = 3, 

die letzten r^m — ^im-t oder ^n — 1^4^.1 Quotienten ^1 sind =^«i — l. 
Ihre Summe betrfigt daher 
53. S/i = 0.p,+l{y2-y,)+2(r^--vt) -- +(*w-2)(^^i-t'4..i) 

4-(i»»-l)(*»-n...i), 
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oder, wenn man weglfifst was sich aufhebt, 

54. Sfi. = —Vi— Vi — Vi .... --»'4«_, — v., + (im— IH«. 
Dieses ist, da Vi-\-V2-\-Vi....-\-v^^i = Sv—v^^ (l.") =8v—\n (51.) ist, 
SO viol &ls 

Sfi = —Äy+in + (|.m~l)|n oder 

55- Sfi -{- Sv = im»; 
und dieses ist die Gleichung (]11. 10 des Lehrsatzes. 

Q. Anni. Der Beweis ist im Wesentlichen dem des einfacheren 
Falles im vorigen Paragraph nachgebildet. Es ist wieder die Summirung der 
Gleichungen Q34. 39. 46. und 52.}, durch welche er insbesondere seine 
EntWickelung erhfilt. Eigenthflmlich sind übrigens die aus willkflrlicher Zer- 
theilung eines Ausdrucks wie (32. 37. u. 42.} hergenommenen Folgerungen. 

§. 39. 
Lehrsatz. 

Es sei n eine beliehige ungerade positive ganze Zahl, die 
also nach C§«38. 10.) immer durch 

1. u = 4n + l 
ausgedrückt werden kann, wo n eine positive ganze Zahl bezeichnet. Eine 
andere, zu u theiler/refnde beliebige positive ganze Zahl sei y. Man setze 

V = /iiu-f r,, 
2v == it^u-f r^, 
3v = ^u + r,, 

4v = /i4ü4-r4, 



2. 



unter der Bedingung, dafs die sOmmtUchen r>>0 und <u sind, und 
bezeichne 

3. die Anzahl der Reste r in (2:'), welche > \xk sind, durch x 
und die 8umme der sOmmtHchen Quotienten /ti in (2^^ olso 

4. A*i+/^+i^3+>4 •••• +A^4(«-i) dw/^ck Sfi. 
Alsdann ist 

f. ix gerade oder ungerade, Je nachdem es die Zahl 
\ n« n(v~l)-fÄfiU wt 

ist amck y umgerade, eben wie u, so ist 

6. X gerade oder ungerade, je nachdem es S/n ist 
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Beispiel 1. Es sei 
7. tf »= 4fi-*l = 11, also « = 3, ^(«— 1) = 5, « = 15. 
Alsdann giebt C^O 

2» = 2u-\- 8, 
8. ^3» = 3«4-12, 
4« s= S«-}- 5, 
5r = 6«4- 9; 
also ist in {5.} 

9. # = 3.14-f 14-2 + 3-1-5 + 6 = 59. 
Die 3 Reste 8, 12 und 9 sind >^tf(=5i), also ist 

10. « = 3, 
und * nnd x sind, gemAib (5.}, beide zupleieh m^eriide. 

Desgleichen sind gemfib (6.) hier, wo auch v ungerade ist, »ss3 
und i$^ = 1+2 + 3+5+6=5 17 Mi« zvgleiek ungerade. 
Beispiel 2. Es sei 
11. u = 4»+l = 13, also »5= 3, i(t«— 1) = 6; » = 18. 

Alsdann giebt (2.} 

V = 1«+ 5, 

2» = 2«-j-10, 
.3» = 3tt+15, 
^^' Ml>:= 5tt+ 7, 
5» = 6tt-fl2, 
6v = 8if-f 4; 
abo ist in (5.) 

13. « = 3.17 + 1 + 2 + 3+5+6+8 = 76. 
Die 4 Reste 10, 15, 7 und 12 sind >iti (=6^), also ist 

14. X = 4; 
und s und x sind, gemäfs (5.), beide zugleich gerade 

Beweis J. Es sei für ein beliebiges «fiiche von v: 
15. cv s= fi,u-{-rt, 
wddie Gleichung, wenn man darin c = 1, 2, 3, .... ^(«—1) setzt, die 
Gleichungen (2.) giebt. Die Gleidrang (15.), mit 2 mnltiplicirt, giebt 

16. 2$» = 2jU^tt+2r,, 
Setzt man nun in (16.) der Rdhe nadi c == I, 2, 3, . . . . -^(ti — 1) 
und in (15.) der Reihe nadi c = 2, 4, 6, 8, .... «^1, so orhdt num fd- 
zwi^fiieken Aosdrfldie von 2v> 4v, 6v, .... («— l)v, nemlidi: 



ite^HMiaHfa 
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17 l 6r = 2/i3ii4^r3 = ^u-j-re, 



((u— 1)1? = 2/i|(„.,)ii+2r|(^i) = ^^itt-fr^i. 
In den ersten dieser Aosdrficke von 29, 4&, bv, .... (t? — 1) kommen alle 
die Reste ri, r,, r,, .... r^^^i) vor, die sich in (2.} finden^ und der a//- 
gemüne Ausdruck der Gleichungen* (17.) ist 

18. 2%v = 2/i,ii4-2r^ = fh.U'\-r^\ 
wo 6=1,2,3,.... i(ti — 1) sein kann. 

Ä. o. Ist in (18.) r^<itt, so ist 2r,<ii und zugleich > 0. 
£6^11 doM ist Ts«, und es ^ebt nur einen positiven Rest >>0 und <Cti fBr 
ein bestimmtes 6; also ist nothwendig r,,=='2r,, und folglich auch 
19. 2/u, = /i,,, u;mii r,<C|y. 

6. Ist hingegen in (18.) r^^^-u, so ist 2r,>>ti; also mOfste der 
Quotient 2/t, um 1 gröfser genommen werden, wenn 2r^ = r2« sein sollte. 
Mithin ist nothwendig 

20. 2/f, = /ij, — 1 , u^tfiiit r, >> l^ii. 

c. €rMcÄ ^ti kann r nicht sein, weil nach der Voraussetzung u 
ungerade sein soll. Es kommen also in (17.) nur Reste r<:^\v oder 
r>^|ti vor. 

C. Nun kommen in (17.), wie schon bemerkt, alte die Reste Tj, r^, 
Tj, .••• r^^M-i) vor, und x derselben sind nach der Voraussetzung >\u: 
also ist in jeder von x GletcAungen (17.) nach (iff. ft«) der Quotient /i linke 
um ^ gröfeer als der Quotient /i rechte j in den übrigen ^(ti—l)—ar Glei- 
chungen dagegen sind nach (B. a.) die Quotienten fi Unks und rechts ein- 
ander gteicL 

Nimmt man also links und rechts die Summe aller Quotienten fi^ so 
ergiebt sich 

21. 2)Ui-f2;t2 + 2^....-f 2^4(,.„ = ^2+/^4+/^6..-./*u«i — «, 
oder, wenn man 

22. A^2+/^4+/"6 •••• -Fi^i».i durch Ä^^t 
bezeichnet, 

23. X = Äa^ — 2Ä^ (4.). 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XXVIf. Hell 2. 22 
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Aber QSft ist immer eine gerade Zahl: «Im ist x gerade oder ungerade, 
je nachdem es S^/t (320 ist 

D. Man setse in (15.} tf— « statt •, so ergiebt sich 

24. (»—«)» — /'«^« + «*«^i 
and wenn man (15.3 m C^^O a^dirt, 

25. «»-{-(«—«)» oder uv ss C,«,+ii*,^)»-f r.-fr»-«. 

Daraas folgt, dafs r«-f r,^ mit « aufgehen ma& CS* ^^O* ^* *^ *^ <*« 
und r«., beide >0 nnd <», also Ist r,-\-r^>0 nnd <7«. Daher moft 

nothwendig 

26. r,H-r^ ■= u 

sein. Mithin ist in (25.) 

27. UV «: (a«,4-A»».-«)«+«» 

and folglich , mit ir dividirt, ««»/««-f/t^-f 1 oder 

28. itu^ «=*= » — 1—/«,. 

£. Man sette non in C^.) der Rdhe nach < = 1, 3, 5, 7 . . . . 2»— 1, 

so ergtebt rieh 

H^ ~ o—l—^i, 

/*-3 == »— 1— A«J, 

29. < /«M = »— 1— A*«, 



lA*ii.to+i = V — ^—thm-i' 

Die Anzahl dieser Gleichangen bt n/ denn wftre nor 1 Gleichung vorhandm, 
so wflrde der Zeiger t Ton ff rechteriiand durch 'i.l — 1 = 1 ausgedröckt 
werden ; wSroi 2 Gldohungen Yorhanden, der Zeiger 3 von fA durch 2.2 — 1 s= 3 ; 
wiren 3 Gleichangen vorbanden, der Zeiger 5 von n durch 2.3—1 = 5, 
a. s. w.: allgemein, wenn i» Gleichangen voriianden w4ren, der Zeiger von /» 
durch '2.n—\\ nnd das ist wirklich, der Zeiger von/t. Hie Summe der Glei- 
changen (29.) ist also 

F. Der Ausdruck (22.) ist so viel als 

,...,.. . . } far ir = 4«-f l und 

32. .S,,« = /ij -|- ^« -f- ^^ . . . . +,it,^, 



denn 
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ffnr tf ==> 4114-1 ist «—.^114 1 = 2n-f 2, also fbipi iw^,+, ä= «,,+, 
in (:310 "lUB'ltoUbsf ^t^ii.) <rad 
für « = 4it-|-l ist tt— 2n+I = 3n, also fitfyi ft^i,+i=:u, 
in (32.) unmittelbar mi/^tf,..,. 
Setst man non in (31. u. 32.) fOr die unter« Zeile ihre Werthe aus 
(30.), so ergiebt sich 

34. Stft = /<a+A*«+A*B — »4-^»4-«(«'— 1)— CA*i4-i»J+/*»— +A«»»-») 

fflr if B= 4»-}- 1 i>nd 

35. Sifi = ^j-|-/*«-f ^0 .... 4-A'2.-a+n(e—l)—Gi*,-|- /*,+/*,.... 4-a«j,-i) 

für n = 4ii— I, 
&. Addirt man in (34. q. 35.) anf beiden Seiten noch 

so ergiebt sich 

36. 5',A*-f2Gt*,-|-A*j + /»5....+^«-i) = V^+A*«-t-/*6'»"4-/*»«+'»(«' — ') 

für ti = 4»-{-l und 

37. Äi^-f2(^i -j-^j-f /«,... .-f/Uta-i)= A«a4-A*4-l-./M»'...+ii«»„.aTn(» — 1) 

fQr » ;= 4n— 1. 
Es ist aber in (36.) das letzte ihn rechts s=^j^(^,„ da 2» = ^(ti — t) ist 
fOr tf=4n-fl) und in (37.) ist das letste tf,^t rechts «henfall$ = Hy^^^^ 
da 311^1 =i(tf—l) ist für ii = 4ft— 1. Also geben (36. u. 37.) gleich- 
jfAMi DoMselb«, nemlich 

iS^i/t^- 2 0*4 +/ia 4 /i*s . . . . -f A*i«-i) == /*i + /*» + /*jrf ,«4 . . . . 4- A*l(«-i)+ »C» — » ) 
oder 

39. Ä;yu+2(^,+|U,+/«i.... -f «„_,) = 8fi-{-n(jo-\) (4.). 

Die Wer zu (S,^ links addirte Zahl 2(,tti-f A*j+/*s"" +A*»«-i)»- welche sie 
auch sein mag, ist aber immer gerade: also ist 82 ft, gerade oder ungerade, 
je nachdem es 8u,-\-niv — i) ist. Nun war x gerade oder ungerade, je 
na^em es iSl^jU ist (C): also ist x gerade oder ungerade, je nachdem es 
iSf/* + «(e— 1) ist. 

Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet. 

H. Ist auch t ungerade^ gleichwie v, so ist v— 1 gerade, also auch n(r->l) 
gerade. Also isix gerade oder un^eroiic!, je nachdem es blofstS^/tist; gemfifs(6.). 

22» 



172 iO. Bictfklopädie der ZaUentheorie. $. 40. Foim 1— 4. 

/• Anm. Der Beweis des Satzes entwickelt sich insbesondbce aas 
den zwiefachen Ansdrflckeli (17.) der geraden Vielfachen 3r, 49, 69, .... 
von 9. 

§. 40. 
Lehrsatz. 

Wenn p eine beliebige Stammzahl iet, so bleibt, wenn man iße p— Ite 
Potenz jeder beliebigen positiven oder negativen Zahl z, die nicht mit p 
aufgeht, durch p dividirt, immer der Rest -j-l: das heifsf, die Glmchung 

1. ZP-' = ®p-{-t 
findet für Jede Stammzahl p und fUr jeden beliebigen positiven oder 
negativen Werth von % Statt, der n.icht mit p aufgeht. Jedoch findet 
sie nicht nothwendig Statt, wenn p nicht eine Stammzahl ist, sondern 
Factor en >1 hat. 

Diesen Satz nennt man gewöhnlich, nach seinem Erfinder, den 
Fermatschen Satz. 
Auch ist immer 

2. z^' = @(«^_1)p4-1, 
wo d einen beliebigen TheUer von p — 1 bezeichnet. 
Beispiele. 1. Es sei 

3. ;f = 13. 

Ist hier z. B. «=11, so ist «'= 121 =® 13 + 4, «♦ = ©13+16 
= ®13 + 3, «•=®.13+9, «"= «^» = «♦.«• =(®13+3)(® 13 -f9i 
= ®13+27 = ®134-1; gemäfg (1.). 

Ist « = 2, so ist «* = 8, a^ = 64 = ®/i — 1, «*^ = «^-' = ®^4-l; 
ebenfalls gemäfs (1.); wd so giebt j^iIm andere, nicht dorch p theflbare z, 
arP-' = ®p-|-l. Isl z>p, so ist es so yiel als « = ®p4-ar,, wo nun 
Zi <: p. Ist z negativ, so hat sf^^ ^eichwohl denselben Rest -f I , indem 
der Exponent p--l von z für p=^l'i und fflr jede andere tm^^rmfe Stamm- 
zahl gerade ist. 

2. Es sei 

4. p=2, 

so isX p — l=^l und also 2^^=zz selbst. Alle mit p=:2 nicht anfgöhen*- 
den Zahlen, das heifst aUe ungeraden positiven und negativen Zahlen lassen 
aber, durch 2 dividirt, offenbar den Rest +1. Z.B.: —15 ist gleich 
—8.2 -ff. Also auch für die einzige ^eniiie Slammzahl >i = 2 fliidet der 
Safz Statt. 
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Beweis A. Es kann immer 

5. mz =: ®/f-f r, 
gesetzt werden, wo, wenn m eine beliebige ganze Zahl bedentet, 

6. r eine der Zahlen 1, 'i, 3, 4, . . . • /?— 1 
ist, aber nicht sein kann, weil z nicht mit p aufgehen soll. 

B. Oiebt man nun dem bdiebigen m der Reihe nach die Werthe 
1, 3, 3,4, . .,. p— 1, so durchlanft nach ($, 34. I.) auch r aUe die Werthe 
1, 3, 3, 4, .,.. p—l^ obwohl in verschiedener Ordnung« Es ergeben sich 
also die /i — 1 Gleichungen 

tz = ®/^+r,, 

2z = &p+r,, 

7. ) iz = ®/f-f ^3, 



wo die r non nothwendig atte die Zahlen 1, 3, 3, 4 .... /^ — t sind. 

C. Multiplicirt man diese /?-^l Gleichungen in einander, so ergiebt sich 

8. 1.2.3.4....(;i— l)-«^"* = ®/>+^i^«^3^4-- Vi^ 
und hieraus 

9. 1. 2. 3.4.. ••(/! — i).«^* *= ®;^+1.3.3-4....(p — 1). 

D. Aus (9.) folgt 

ia 1.2.3.4....(;i— 1)(«^*— 1) = &p. 
Hier geht die Stammzahl p in keinen der Factoren 1, 2, 3, 4, • • . . p — I auf; 

denn alle sind <ip. Also geht /^ auch in dem Producte 1.2.3.4 p—^ 

nicht auf ($. 22.}. Da nun aber nach (8.) p nothwendig in die gesammto 
Gröfse 1.2.3.4 .... C/' — i)(^^-^l) aufgehen nmfs^ so mufs es in den noch 
flbrigen Factor %^^ — 1 aufgehen (;$. 25^) und also 

11. z^'—\ = ®p 
sein; woraus die Gleichung (i.') des Lehrsatzes folgt. 

E. AUes Vorige bleibt dasselbe, wie grofs oder klein auch die Zahl 
z sein und ob sie positiv oder negativ sein mag, wenn sie nur nicht mit // 
aufgehL Aber in diesem, und nur in diesem einzigen Falle von z findet das 
Bewiesene nicht Statt, indem dann r nicht eine der Zahlen C^Or sondern far 
jedes m gleich NtiU ist Mithin gilt die Gleichung (1.) fflr jeden beliebigen 
positiven oder negativen ganzzahli^n Werth von z, der nicht mit p aufgeht. 

F. Ist p nickt eHie StamfkzaM, so findet zwar noch für jedes zu p 
theUerflremde z «ufolge (%. 34 ) Alles Statt, was oben (J., B., C} behaupten, 
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denn auch dann noch sind die r nothwendig alle die Zahlen 1^ 2^ 3^ 4, v%«. p — l 
(§.34. I.}, aber aus der Gleichung (10.) folgt nun nicht mehr, dafs noth- 
wendig z^^ — 1 mit p aufgehen mufs, weil schon einzelne Factoren von p in 
1, L', 3. 4 ....p — l aufgehen können. 

G. Nach (10 ist «''-' — l =: ®/>. Aber i^*— 1 gehl tat jedes z 
und p—\ mit «^ — 1 auf, wenn ö in ;7— 1 aufgehl, und giebt z^^'^S-z^^''^^ 
-f «'^'"'^ ••..-{- 1 2um Quotienten. Also mufs auch ®p mit z^—i aufgehen. 
Aber die Stammsahl p geht nicht mit z^-^X auf, also mufs ® mit i8^*-l 

aufgehen und folglich 

12. «P-*~l = (^{z^—\)p 

sein; woraus die Gleichung (2.) folgt 

Anm. H« Der Beweis beruht insbesondere auf dem Umstände, dafs 
in (7.) die r nach (§. 34.} nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3, •••. p^\ 
selbst sind. 

Der Fermahche Lehrsalz findet in der gasaromten Theorie der Zahlen 
vielfache Anwendungen und ist also als einer der Hauptsfitze. deraelben zu be- 
trachten. Wie er sich findert, wenn p nicht eine Stammzahl ist, wird weiter 
unten vorkommen 

§. 41. 
Lehrsatz. 

Es sei p eme beliebige Stammzahl >>2, z eine beliebige ganze 
Zahl, die nicht mit p aufgeht. 
Man setze 

z =3 ®p-j-ri, 
7z s= ®p-f r,, 
3z s=5 ®p f r„ 
4z = ®p + r4. 



,i^(pr-i)z = ©p+r^fp.,), 
und bezeichne 

2. die Anzahl der Reste r in (1.), welche >f p sind, durch z. 
Alsdann ist 

3. z*'^*^ = ©p+J» 'loenn x gerade, und 
4 2^(1^0 c= @p~i, wenn x ungerade ist. 
Das Eine und das Andere findet jedoch nothwendig nur dann Statt, 
wenn p eine Stammzahl ist; nicht nothwendig, wenn p TheilerZ>l hat 
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Beispiel 1. Es sei 

5. p = 13, ar BS 20, 
so giebt (1.) 

6. I, 2, 3, 4, 5^ 6-* = ®p+7, I, 8, 2, 9 und 3. 
Die 3 Reste 7, 8 und 9 sind >ip, also ist xs= 3 und ungerade, z^^"-'' 
ist 20^==®/>-f7«=®/r4-49' = ®p — 3'=®/i — 27 = ®/i — 1; wie es 
nadi (4.') sein soH 

Beispiel 2. Es sei 

7. p = 19, z = .42, 
so giebt (I.3 

8. 1,2,3,4,5,6,7,8,9.«= ®/i-f4,8, 12, 16, f, 5, 9, 13 und 17. 
Die 4 Reste 1^, 16, 13 und 17 sind 7>iPf also ist x = 4 und gerade. 
^40-1) ist 4r = ®;r+4^ = ®/>4-64^ = ®/^ + 7' = ©/i-} 343 = ®/^ + l; 
gemäfs (4.}. 

Beweis. Ä. Man beseichne diejenigen iC/'— 1)— ^ Multiplicatoren 
Yon z in (1.}, welche Reste r<i\p geben, durch m, die flbrigen x Multi- 
plicatoren, welche Reste >\p geben, durqh ^i. FOr die letzteren Vielfachen 
von z nehme man die Quotienten um i %rOfser^ also statt der positiven 
echten Reste r die n^atwen echten Reste, welche nun durch (i bezeichnet 
werden mögen, so dafs also die Gleichungen (l.) zusammen folgende sind: 

m^z = &p+r^^ /iii,z = ®p — {fi, 

m^Z = ®P + ^2V \f^2^ = ®/>— (»11 

9. ( tnsZ = ®p4"^ii *^- <M3* = ®;> — (>3? 



Alsdann sind zufolge ($.35. 9.), da die Stammzahl p ungerade sein soO und 

zu jedem ji? theilerfremd bt, die r und (»in (9. u. 10.) zusammengenommen 

alle die Zahlen 

11. 1, 2, 3, 4, .... i(/>-t), 

und ;( derselben sind negatio; wihrend die m und fi ebenfalls alle die Zahlen 

(11.} sind. 

B. Multipliüirt man also alle die i(;»— I) Gleichungen (;9.u. 10.) in 

einander, so ergiebt sich 

12. 1.2.3.4....|(/>— 1)«*<^»> == ®;r-f l.2.3.4....f(p— 1)(— 1)% 

und daraus folgt 

13. 1.2.3.4....i(;i— 1)(«4^> — (— in ±= 
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Zufolge dieser Gleichung mufs das Produet linkerhtnd .mit 71 aufgehen. 
Es geht aber keiner der Factoreii 1^ 3^ 3, 4, .%.. \{p — 1) des Producles 
mit p auf, weil alle <ip sind, also mufs der telzte Factor 

14. 5^*cp-o:^(_i)« = (^p 

sein C$. 25.)) md daraus folgt 

15. z^^'^ = ®;i+ (—!)•; 

welches für ein gerades x die Gleichung (3.) und für ein ungermlee x die 
Gleichung (4.') des Lehrsatzes giebt. 

C. Hatte p Factoren >> 1 , so inflfste wenigstens einer derselben <C ^p 
sein, denn, alle 7>ip^ würden eine Zahl >p geben. Also geht dann in 
(13.) wenigstens ein Factor von p schon in 1/2.3.4 ...•|(/^—l) auf, und 
die Gleichung (14.^ folgt nicht mehr aus C^^O- ^^^ Lehrsatz gilt also nur 
notkwenäisf, wenn p eine Stammzahl U\. 

Anm. D. Der Beweis beruht insbesondere auf dem Satze (§.35.). 

§. 42. 
Lehrsatz. 

Ks seien p und q zwei beliebige Stammzaklen >»2, die also 

immer durch 

1. p = 4n±l und q=4m+l 

ausgedrückt werden können ($.28. IV.). 

üf an setze 

q = A'iP-fr,, ( p = y^q4-p^, 

^q = l^hV+r^, 1 2p = y^q + i^ai 

2. ( 3q = fhf+r,, und 3. \ 3p = rjq^^y. 



U(p— ')q = A^4(p-i)P+r4(i^i); U(q— Op = •'«q-Dq+^w-Di 

und 

5. t/, -|- i/j-f 1/, + v^(,.|) = Sr. 

Desgleichen bezeichne man 

6. die Anzahl der r>»|p m (2.) durch k tmi/ 

7. die Anzahl der (f>iq in (3.) durch x. 
Alsdann findet folgendes Gesetz Statt: 

Erstlich. Sind nicht p und q beide von der Form 4n-f- 1 oder 
4m — 1, utid ist also 
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1. entweder p = 4ii-f I9 q=:4]|i-{-l, 

8, < 2, oder p==4ii-fl, q=4m — 1, 

3. oder p==4ii— 1, q = 4m-}-t^ 
so üt 

/l. zujfleich q*^*^ = ®p4-i und p*^^-*^ = ®y-f '1 und zwar wennSfi 

g 1 oder wenn k gerade 9 worauf zuglmch Bv oder x gerade ietf 

|3. zuffMch q*^'>=®p— 1 und p*^^-'^ = ®q--l, und zwar wenn 9/i 

\ oder wenn k ungerade, worauf zuyMeh Br oder x ungerade ist 

Zweitens. Sind p und q beide von der Form 4n— ( oder 
4iii — 1 1 und iet also 

10, p = 4n— 1, q = 4m— 1, 

so ist 

/!• zugimek q*^*>s=@p-f l und p*^'-*5_:@q_i^ nnj jj^^^. ^^^^^ g^^ 

II ; oder wennk gerade, worauf zugleich 8r oder x ungerade ist} 
|2. zugleich q*^*> = ®p— 1 und p*^'"*^s=®q-fl, undzwar wennSfi 
^ oder wenn k ungerade, worauf zugleich Sr oder x gerade ist» 

Dieses Gesetz wird Reciprocitätsgesetz für Stammzahlen 
genannt. Auf Deutsch wird es also Gegenseitigkeitsgesetz für 
Stammzahlen hmfsen müssen. Das Gesetz findet nur fitr Sfamm^ 
zahlen, nicht nothwendig für andere Zahlen Statt, welche Theiler z> 1 
mit einander gemein haben. 

Man bezmchnet auch, 

12. dafs z. B. p*(«-') = ®q±l sei, durch (i) = ±1. 

Nach dieser Bezeichnung ist zufolge (9. q. 11.) 

13. (—)==' + {—)^ wenn p und q nicht beide con der Form 4n-— t 

oder 4m— 1 sind, und 

14. (J^)=: — (-^), wenn p und q beide von der Form 4ii— 1 

oder 4m— 1 sind. 

Beispiel 1. Es sei 
15. p s= 13, y = 17, also f^ = 4ii-f 1, y s= 4fii + l, 
so ist in (2. u. 3.) 

Gr«ne*i Joara«! f. d. IL Ba. XXTD. Heft 2. 23 



16. • 
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qtBip+4, |» = 0f+13, also Sf»=24, jj««®;,^. 4, |»«=®(/+13, 

i2^«2/i+8, 2|»«l9+9, 5y8s24. ^»«®;»i 3, ;»» = ©</— 1, 

3^a»3|»-j-12, 3p«29+ 6, *■= 4, f««®;i-f 9, ;»*=®7+ 1, 

U^r»6;»-f-3, 4|»««37+ 1, »= 4; 7«»»^ö»-»)»r@^+27, ;»•«;»*(»-») «®^+ 1. 

|Ö9a6/»+ 7, 5/»>»39+14> *=®/»+ 1; 

69»7f4-<l; 6|>a>49+10» AI«o ist 7«Cp~')»®;»+1 und zugkiek |>V9~i)»®9+l. 

7|>aK59+ 7, De«|^eichen tiod S/t und Sv und k und « bdde gerade. 

8p'm6q+ 2 Gcmab (9. 1.). 

Beispiel 3. Es sei 
17. /» s= la, f c= 19, aiso |» = 4ii-|-l« 9==4-m— -I, 
so ist 

9=l|»+6, ;»»0flr+13, «Ito S^«27, 9«=®;»+6, /i'»®9+13, 

29*2/1+12, 2;i»l7+7, Ä»a=27, 7*«®/»+iO, ^» = ®7— 2, 

i37»4p+ 5, 3;»s=2(^+ 1, Jfc= 3, ,« = «;i+ 9, /»«*©</+♦. 

)47«5;r+ll, 4|»=27+14, «« 3; 7««9»0-Wä®;i- 1; ,,i«®^_3, 

18./57«7;»+ 4, 5;>»39+ 8, p»=;iM7-i)«®7— 1. 

]69*8/i+10; 6/i»47+ 2, Also kl ^iO^»)«®^— l und sm^MM ;»«»-« = ®9-1. 
7;> 8=40+15» Desgleidien sbd 5/» tind Sv und i und » b^ide «»gerade, 
8;> = Ö9+9, Cemöls (9. 2.) 

9p = 67+ 3; 

Ifteispiel 3. Es sei 
19. ;»=ll, y = 17, also ;»==4»— l, 9 = 4M-fl' 
so ist 

7=l^+(5, ;i = 07+ll, also S^r«21, 71 =®p+ 6, j»»s=®7+ll, 

L27 = 3/»-}-l, 2;»«l7-f5, «» = 19, 7t:=®^^3^ ,,« = ©7+2, 

J37 = 4/»+7, 3p«=l7+16, *=3, 7* = ®;»+ 9, ;,« = ®7+ 4, 

20.A9 = 6M-J^> 4;»«»27+10, xs= 4, 7» = 7*0»-*)«®;,— l; /»•=;»«♦-») =.© 7 — 1. 

*^57 = 7;»+8; 5|» = 37+ 4, Also ist 7»(p-« = ®;»— 1 und xugUieh ;»«'-»> s=-® 7— 1. 

6/; SS 37+15, Desgleichen sind Sfi und jSv und h und » beide ungerade. 
7/»=: 47+ 9, Gemäfs (9. 2.). 

8;»ta57+ 3} 

Beispiel 4. Es sei 
21. /»^=7, y === 19, also ;» « 4II--I, ^ — 4iH~l, 
so ist 
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7 = 2;>4-d, p = Oflf+ 7, also «^=15, 7'»®p+ö, ;>t«®^+ 7, 

27 = 5/1+3, 2/1 = 07+14, Sv=12, 7««®/,+4, /i«=®7+ll, 

(37 = 8/1+1; 3/i = l7+2, *= 1, 7« = 7iCf>-0 = ®;,_i, p4=r®7+ 7, 

4/i = l7+9, x= 4; /|t=r®7+li, 

32. ^ 6/1=1 7+16, p^ =/i*(7-i) = ®7+ i, 

6/1 = 27+ 4, Also ist 7»Cp-0 = ®;,_i und zugleich p^^f-^)^®q+i. 
7/9 = 27+11, Desgleichen sind 5f4 und k ungerade und 5y und x gerade. 
8/1=27+18, Gemäfs (IL 2.) 

9/» = 37+ 6; 
Erster Beweis. A. Zufolge ($.38. 8.) ist fflr zwei beliebige uit- 
gerade Zahlen m und n, ako auch hier fflr die ungeraden Stammzahlen 
p und q, 

23. Sfi + Sy=^Up-l){9-^)^ 
Dieses (pebt fflr die 3 Falle QErettick. 8.): 

!1. Ä/f + Äy = ^(4ii)(4m) == 4mn = einer geraden Zahl; 
2. Ä^+'Sfy =1(4ii)(4jii— 2) = 2ii(m-l)==«iwry«rarf^ii ZoA/; 
3. Ä/t + iSi/ = i(4ii— 2)(4»i) = 2m(ii— I) = «iiÄr geraden Zahl 
Also ist in den Fällen (^EreÜich.') des Lehrsatzes 8fi'\'8v vnmer eine y^- 
mdb Zahl, und folglich sind S/i und i9v immer zmglmch gerade oder m- 
gleicA ungerade; wie es in (9.) behauptet wird. 

Fflr den Fall ^Zweitens. 10.) dagegen giebt (23.) 
25. Siti'\'Sy = ^(4ii— 2)(4m — 2) = (2» — l)(2iii— I) 
== einer ungeraden Zahl; 
also ist in dem Falle (Zweitens.') des Lehrsatzes Sv gerade^ wenn 8u tm- 
gerade ist, und Sv ungerade^ wenn 8 fi gerade ist. 

B. Sddann ist nach ($. 39. 6.) in (2.) k gerade oder ungerade, je 
nachdem es S^i ist; denn so ist es zufolge (§. 39. 6.) fflr beliebige ungerade 
Zahlen u und v, also auch hier fflr die ungeraden Stanunzahlen p und 7. 
Nach ($. 41. 3. u. 4.) aber ist fflr eine beliebige Zahl z, die nicht mit p auf- 
geht, also auch hier fflr die Stammzahl q, g^^'"^^ = ®p±t^ je nachdem k 
gerade oder ungerade ist. Also ist hier 

{^40>-i) _- ^p ^ I ^ wenn Ä/u gerade und 
yi(P-i) ,^ ®p — 1, wenn Ä.a ungerade ist. 
So wird es in (9. u. 11.) behauptet. 

C. Aber in den Fällen (^Erstlich:) sind iS)U und Sv zugleich gerade 
and zugleich ungerade (^.): also ist in diesen Fftllen auch zugleich ^ weil 

23* 
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X und Sr eben so Aber /f^^^*\ wie k und i9/i Aber ^^') entscheiden, 
27 i/^*^^^^ = ®^+ *i w^'"^ 'Sfjti oder Sv gerade, und 
j|i*(7-i) s= ®y— 1, wenn Sfi oder iSt^ ungerade ist. 
Dieses wird ferner in (9.) behaoptet 

Dagegen ist in dem Falle (ZweileM.') Sr ungerade, wenn Sfi ge* 
rade ist; und umgekehrt: also ist in diesem Falle 

28 j/^'^^"*^ = ®fl^-"*^ wenn 8fi gerade, also 8v ungerade und 
l^ic?-*) == ®y^i, wenn 8fi ungerade, also iSr gerade ist 
Dieses wird femer in Cl^O behauptet. 

Zweiter Beweis. D. In ($. 36.3 bezeichnet n^ aus den mit 9 
aufgehenden Zalden s<;i«f^ also aus den Zahlen 

29. < 3r = ©tt-fr,, 

I ••••••• 

die Anzahl derfemgen^ welche zu u Reste r>>-j[^ii lassen, und itg, aus den 
mit u aufgehenden Zahlen s<;itf r, also aus den Zahlen 

u = ©f-f ?n 

30. < 3ii«®r+(>3, 



die Anzahl derjenigen, welche zu v Reste ff>^v lassen. 

Setzt man in (]29. u. 30.) statt der dortigen, unter sich theilerfremden 
Zahlen u und p die gegenwArtigen, ebenfalls unter sich theilerfremden beiden 
Stammzahlen p und ^, so sind die Gleichungen (29. u. 30.) diejenigen (2. u. 3.}. 
Also ist fflr den gegenwArtigen Lehrsatz: 

31. fi| == A: und n« == x. 
E. Nun ist zufolge (36. 16.) 

32. 2iis-ii,~fi, = ^(ii_i)(r-l), 
also ist hier 

33. 2iis-(*+x) = \(^p-\){q-i). 
Aber ^(;^_t)(y— i) ist in den Fällen (Eretlieh. 8.), wie aus (24.) 
erhellet, immer gerade; und nur in dem FaDe (Zweitens. 10.) ungerade. Die 
Zahl 2fi5, welche sie auch sein mag, ist immer gerade, also ist vermöge (33.) 
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^ ik'\'X in den Fällen QErstlicA. 8.) immer gerade, ond 
f Ar-f ^ i^ui* ii^ ^^^ P^I^ (Zweitene. 10.) ungermde; 
woraos folgt, daCs 

/A: ond n in den Fällen {Erstlich. 8.) beide zugleich gerade oder tf/i- 
o- j gerade sind und dafs 

|Ä nnd X in dem Falle {^Zweitens. 10.), das eine gerade , das andere 
l ungerade ist 

F. Zufolge (§.41. S.u. 4.) ist, da das dortige x für 2^ = ^ hier k 
und für = ji^ und p=^(l hier ar ist, 

36. ^^*> = ®;i-f 1, wenn k, und /^^^"*^ = ®y-f 1, wenn x gerade ist und 

37. 9*^*^ = ®/f— 1, wenn Ar, und jt^*^^*^ = (S^r — 1, wenn x ungerade ist; 
also finden in den Fällen (Erstlich. 8.) vermöge (35.) die Gleichungen (36.) 
oder die Gleichungen (37.) zugleich Statt, und in dem Falle (Zweitens. 10.) findet 
die erste GlmcAung (36.) mit der zweiten (37.), oder die zweite (36.) mit der 
ersten (87.) zugleich Statt; und zwar auf die Weise, wie es (9. u. 11.) aussagen. 

G. Dafs 8(1 und k nnd Sv und x zugleich gerade oder ungerade sind, 
wie es (9. u. 1 1.) noch behaupten, folgt bei diesem zweiten Beweise aus ($. 39. 6.). 

H. Daft der Lehrsatz nur fflr Stammzahlen f^ und ^, nicht nothwen- 
dig fflr andere Zahlen, welche Tfaeiler I>1 gemein haben. Statt findet, folgt 
daraus, dafs der Satz (§. 41.), auf welchem er mit beruht, nur fflr Stamm^ 
zahlen nothwendig gilu 

Anm. /• Der erste Beweis beruft sich auf die Lehrsätze (§«38« 
39. nnd 41.), der zweite auf die Lehrsätze (§. 36., 39. und 41.); der 
erste also auf den Satz ($.38.) von den Quotienten fi in den Gleichungen 
((1, 2, 3, 4, .... \n oder ^(n — l))«i = ^ii-{-r, der zweite auf den Satz 
(§.36.) TOlk den Resten der Zahlen 1,3, 3,4, •••• ^(ti9 — i), dividirt durch 
u und Vi aufserdem auf dieselben Sätze (§.39. u. 41.). Die Satze (§.36. 
38., 39. u. 41.) bereiten das Reciprocitäts- oder Gegenseitigkeitsgesetz för 
Stammzahlen vtn^. Sie sind aber von ihm getrennt und besonders aufgestellt 
worden, theils um den Beweis des gegenwärtigen Satzes an sich zu verkflrzen 
und dadurch flbersichtlicher zu machen, theils weil die vorbereitenden Sätze 
auch fflr sich selbst noch andere Anwendungen finden. 

Das Reciprocitäts - oder Gegenseitigkeitsgesetz findet wieder in der 
gesammten Theorie der Zahlen vielfache weitere Anwendungen und ist daher, 
gleich dem FerauUsche Salze (§. 40.), ebenfalls ab einer der Hauptsätze der 
Zahlenlehre zu betrachten. (iHe PoitMCMSf foi^) 
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11. 

Zusätze zu der Abhandlung über die Methode der 
kleinsten Quadrate, No.22. im 26. Bd. d.J. 

(Von Hrn. HuRe^uehle^ Prof! am Gymnasium zu Stuttgart.) 



L In $. 5. III. habe ich dem Fnnctionenbeweise, wodurch Encke das arith- 
metische Mittel a priori darsuthun suchte den Vorwurf gemacht^ dafs er eben 
60 gut auf jede andere symmetrische lineare Function passe, wofern nicht eine 
neue Bedingung hinzutritt. Dafs eine solche in der bei Encke vorangestellten 
Forderung V für zwei Gröfsen mflsse ars=r|(a-f^) sein, versteckt liege, ist 
mir vom Dr. Zech (dem Verfasser der interessanten Abhandlung Ober das 
Princip der kleinsten Wirkung im 24ten Bande dieses Journals) bemerkUdi 
gemacht worden. So wie allerdings der Werth von x bei zwei Gröfsen auf 
deren halbe Summe sich reduciren ttiufs, so kann in $.5. IIL nur ms=l 
genommen, oder so kann nur mittels «=sa-f A-j-c eliminirt werden; und das 
Wesen dieser Beweisführung besteht alsdann darin, dafs das arithmetische 
Mittel für jede Anzahl von Gröfsen nach analytischer Nothwendigkdt erwiesen 
wird, wenn es für zwei gilt: ein Fall, wo seine natürliche Phiusibilitüt am 
stärksten hervortritt. 

IL Von demselben talentvollen Mathematiker bin ich auf eine Schwie- 
rigkeit aufmerksam gemacht worden, die in der gebräuchlichen Bestimmung 
der Function (px aus dem Princip des arithmetischen Mittels steckt. Wenn 
nämlich der von Gaupf in der TAeoria tnolus eingeschlagene Weg gegen 
sich hat, dafs die Functionalgleichung aus- einer ganz speciellen, überdies als 
wirklich kaum denkbaren Voraussetzung über die Fehler hergeleitet ^ird, so 
drückt den Beweis im Jahrbuch, der keine besondere Voraussetzung macht, 
eine analytische Schwierigkeit. 

Es seien a, aS n", .... die beobachteten Werthe mier Gröfse, so ist 
ihr wahrscheinlichster Werth p^ nach dem in $. 4. besprochenen Princip, der«- 
jenige, welcher die Function 

P = yx.yj?'.yar"X •... 
zu einem Maximum macht; wobei nämlich 

X = a—pj x' ^=. a'-^p U.S.W. 
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die Beobachtungsfehler sind; welcher also der Differentialgleichung 

1 dfpx I 1 dfpx^ , ^ 

WäP * dp ' ^pjr' ' rfp -1- . . . . 



Genflge leistet, wofOr wir endlich 


dfpx 
dx 


= 






2^a? — 





schreiben 


, indem wir 


setsen: 










tpjp = 


1 
fpx 


dq>x 

' dx 



Ans dieser Gleichung ergiebt sich dann sogleich die endliche Besiehung 

zwischen den Functionen fp:c und t/fx, und es handelt sich um die Bestimmung 
der letztem. Nach den allgemeinen Bedingungen, an welche nach $.3. die 
Function (px gebunden ist, mufs der Exponent von e eine gerade, mithin tffx 
eine ungerade Function von x sein, die mit x verschwindet und durchaus 
negattve Cpfifficienten hat, damit der Exponent von e immer negativ sei; und 
hierdurch ist bereits \px=^ — ex als einfachste Form von V'd? angedeutet. 
Da& dies nun die wirkliche und einzige Form von tpx sei, wenn p das 
arithmetische Mittel sein soll, ist zu beweisen und mufs eine Folge davon 
seilt, dafs die Gleichungen 

\. ^rfßx =z 0^ 

2. Sor = () (d. h. die des arithmetischen Mittels) 

coexisiiren, d. h. einerlei Werth von p geben. Encke behauptet nun, nach- 
«dem er der ersteren die Form 

X 

gegeben hat, dafs diese offenbar nur dann mit der zweiten flbereinstimmen 
li^Anne, wenn der Quotient ~— auf eine Constante sich reducire, d. h. er for- 

X 

dert, dafisi die beiden Gleichungen idenüseh seien. Allein zwei Gleichungen 
können einerlei Werth einer in ihnen gemeinschaftlich enthaltenen Gröfse 
geben, oder sie können eoexisüren, ohne identisch zu sein: die eine kann 
ein Factor der andern sein, und diese noch mehrere, reelle oder imaginflre 
Werthe der Unbekannten enthalten. Darin besieht die oben erwähnte Schwie- 
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rigkeil, und es wSre nun entweder die Unmöglichkeit des so eben angedeu- 
teten Umstandes zu beweisen, was meinen Versuchen nach nicht so leicht 
sein dfirfte: oder es wäre dem Beweise eine andere Wendung seu geben , und 
ich glaube, dafs derselbe durch folgende Betrachttingen eben so gründlich als 
einfach wird. 

Eintnal gaben die beiden Gleichungen bei zwei Beobachtungen durch 
Elimination von x^ sogleich 

yjx = — V("^^)y 
womit zugleich y/ar als ungerade Function characterisirt ist. 
Zweitens. Wenn man den Werth 

X = — (a?'4-a?''4-....) 
aus der Gleichung 

2a? = 
in die andere Gleichung setzt, in der Form 

tpx = —(^a?'-f"V^^'' + ••••)? 
so erhalt man, mit Rücksicht auf das vorige Resultat: 

woraus sogleich, nach dem in §. 1, 8. der Abhandlung citirten Salze, erhellet, 
dafs die Function y/x Proportionalität bedeutet, mithin, da überdies ihr In- 
tegral negativ sein mufs, 

tpx = — ex 
ist, wo nun die Constante c eine positive Zahl bedeutet und woraus yx ss tf~^''" 
folgt, indem ^c = h'^ gesetzt wird. 



£2.- MUensiein^ über die eUipUseken %%nd Abdrehen tVm^teet^ni^ 18S 

.:. :!:;:.,, ■ . ■ •. . 12.. ■ 

B^^effkutigeii liiu den elliptischen und' Abelschen 

Trauscendenten. 

■ i;. ;,.;,; (Vou Hrn. Stad. 6. JSi«e»«leiN au Berlin.)- , 



Mjtd unendliche Proäuct 

welches zwei Ausdrücke f epräsentirt, je nachdem man den Index l alle gera- 
den oder aDe. ungeraden Werlhe durchlaufen lAfel, und in welchem wir uns 
deii^^FacM)^ i-f 'ö'' ^wch x ersetzt denken, hat fOr jeden reellen und imag^- 
nfiren: W^?^ von 0^ e^n ganz bestimmten Werlh von der Form/i-j-^y— 1, 
der siph'liBJcht.idiirdi fixpQnentialfunctionen, oder, was im Grunde dasselbe i ist, 
durch Kreisfunctionen darstellen larst; und umgekehrt. geben. die; bilden imend--* 
liehen, -^roducte, vqn; Wiekhen wir sprechen, eine vollstfindige.. Definition der 
aUgemu^inen S^nus und (7oßinus o4er d^ einfach-päriodisoh^ Fonctionen. 

rJiild eHiptischep.Tranjscendentaii^ diese merkwürdige Gattung von Fim»*- 
tionea^ .i|re)che;4ie\^epm6t^r in detr neueren Zeit so vicl&fchibfiäehifiigt krt^ 
sind Wf^te andcirs,, al^. ; Verbindungen durch die Dilrishk mM- den :tier mimä^ 
U(Ai^:fi9PPf^9lt^cfem,wek^^ sich Jius dem Product >. --^^v \ --o 

ergeben, wenn man das Multiplicationszeichen FI Aber alle geraden oder alle 
ungenauen WeHhe ton'^ und eben so Aber alle geraden oder alle üngeradeji 
Werthe von ;i'^«u^d0htat,^;f^fthrend A eine gegebeio Gf^n^tante vorsteUt., Be- 
zeichnen wir der Ansdbaulichkeit halber diesie vier Producte durch 

wo die iedesmal einem geraden, die 1 einem.ungeiraji^n Index entsprechen 
sÖO^' so sind die ärei gewöhnlich Vorkommenden eiliptiscben Functionen dur^^ 
die drei folgenden Quotienten gegeben: 

welche die merkwürdige £ig||fechafl besitzen, doppelt -periodÜ^clf itü'^sein;^''' 

Crelle*s Joornal f. d. M. Bd. XXVn. Heft 2. 24 



1S6 $ßf^,Mi^^9i^i9^yiif^^4icMpU^ck0n und MeUehcu l^tmeeemdbHteA^ 

Die Constante A darf nie einen reellen Werth erhalten; denn für 
einen reellen und irrationalen Werth. ;yen A wfirde man auf unendlich viele 
Arten dje ganzeji Ziüüen ^un^^^sp« Jiestimmen KA^^^ft .^^, .f^T >^^ 

}f^l'A 
kleiner wird, als eine beliebige; noch so Meiite gegebene Zahl ; und fflr einen 
rationalen Werth von ^ wärde man eine ZaU finden Unnen, welcher dieser 
Ausdruck für unendlich viele ganze Werthe von l und l' gleich wird; in 
beiden Fällen kann also das unendliche Product nicht co^Vi^rgiren« Man ^^fnf 
gewöhnlich A rein imaginär, d. h. von der Form q^—l anzunehmen^ wo ^ 
reell ist; aber man mag der,,()o]ista^te A pbken oomplexen Werth geben, 
welchen man will: immer wird das unendliche Doppelppdqct ([2.1 fflr jeden 
Werth von af e^rien tfan'i best^ 

Alis der Deünlttbh/vrerche so eben von den eÜiptiscK^n Transcendenteh 
gegelien Würdet uhd' WelöhW timfassetider sein dürfte, als^ifte^ g^wöhhliBhe^ fos!$eii 
$ich «iff sehr einfachem Wege alle Eigensobafteli diM€^ FahMiönfett'>KMl&RM! 
Iti kwteii W^iirtonWill ieb ein Bild Tcm dem Wegi9:«^^0f4f^, Vr^hiM^n^^^ 
N-i^en -Bnäe' B#hmen^ könnte.' . • * • ' '^ :i-.'-.l- !• i.ü : ?! ::l-; ••»/! i r,.".K 

> i' >• 2utiftdist. kann imau' die dnendlicfaeR Döp]^«tfrr«dttctfe Mj^bÜ WirfcHchi^ 
Ausfäfaranj^ Mdct (MoUlifliMÜQn naok etaiki dw belderf ttidlceit^^tadt^HOlfe 'dei^ 
bdusmten.Fotmdlw ffljri die KteisAmcfioaM ttuf iriii« !iä|>)»iBlto^lW^iM^4^ ein- 
fkAe liäeiidliekef PiUitducte verwandelii^ uii^ niin M8lt Mif^eiibitt'Weg<^'W 
bdDBnten iEntydcUttngm der ellipU^hen Fttti^oMii ^iif ' tan«hiffl»hcf ^F^^ 
CEvoluüo prima; Jatobi Fündmnmta nova puff. 8«>i - '^«MlVfiVdt'^a«' diö 
gewonnenen Resultate näher/, so sieht niifq, dqfs sie aus den zwei neuen 
Functionen bestehen: ' " 

wo z eine neue. Variable vorstellt, die als , Exponenti^Ifiuic^n vgn x er- 
scheint, q eine iQonsfanle, die von A aj^hängti, und 6==:Hkl ist . ^.\^- 

Diirch' iilpbe ^^ut^fitiiliö Werthe kcinn man sich ni^i ^erzeugfin^ 

daffö di^ hieiden ("ünctionen (pmi ^z den Gleichungea , 1.1 i 

6. (p(z)==eqz'^(p(gz) und f{z) =yt Bqz^\p{qz) 
genügen, mit derei^;Hpl.fe<$ich sogl^loh^die Ea(||ic)duig in Reihen ausführen 
läfst. .JI^R ^Pl?ft. >;.,., (,-,.j,H;|. (f.\:ir*'! nfül-kilifc!'!! '>i>il)'ni7/ii'i'>iii oiii liii»!)-/ 
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' ■>■.:■ na:-». ., nt*—». 

aQ,.er)UI)t.v^i»; v«rmög»,4fir Gkitfbuogwi (ßJ) 4iB GoeffieMWleag^eMlittnfm 

- - ■■■■■■• ••-■' ■ ■ ■Kü,+3-»* Bft^^'Mi^+^t-,' ■ ■ ■•' •■ 

«d»' wilehed <Wgti. ' ' 

£a Jst sehr merkwardig, dafs jede FoHniz von 9) und y^, ja selbst 
jede^, beliebige bomograe FuncUoR der beiden Fuaetii^iie^'^ und rp in eine 
ganz Abniicbe Reihe entwickelt werden kann, wenn; sie nur mchl von^; Ölen 
Grade ist : Es sei in der That i'^ eine hontgeae Funetiop vom Ate« Grade. 
Vermöge ,4^r Gleidiungen (6.) ist ; 

uttd TermOge der Eigenschaften der homogetiett FunefiMien^ * ' 

Setzt man demnach F[^iz)'iy^iz)] = G(z)^ so. hat man die Relation 

^.. , 8. Giz) = e^q'z''G(qz), . 

welei^ ^s FundamentalCormei für die Entwicklung beimtzt werden mufe. Dturch 
eine sjp.ecielle Anwendung des eben angedeuteten Princips geteilt m^n aqch 
dahin, zu lieweisen, dafs die Functionen (p und y einer Differensialgleiphiuig 
von. der Form. 

genügen, oder dafs der Quotient ys=:^ der Differentialgleichung 

gefloftiiti^ wo fit ff- «tot Constanten sind, die nur vqa A jd^n^efr., 

•■V,''...'^..- '■'.: .. . ,s-.3- , '■ ,: " ''"" '■'.'.•.''. .' 

:■.',■.. JXeriw d>Mi mit iAekligm Wmrten aoged^ateteGcng' MctUeiid^ibisr. 
sonder» IXei^olgeffi empfeiil«»^ welebe dwob die «eturcompUnrlen B«traotv^ 
Mngm:^ ia4«gnlrecbntingv,!iliRi denen, jjnwgewöMwibJM .di»i^ Thfoiie: dei: 

m 24» 
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elliptischen Transcendenten auszugehen pflegt, von dem Studium der letzteren 
abgeschreckt werden. Diese Betrachtungen scheinen sich auch in der That 
weniger zai» Ausgangspuncte fftr dne so wichtige Theorie zu eignen, und be- 
zeichnen wohl nur mehr den historischen Weg, auf welchem die Resultate ge- 
funden worden sind. Die gewöhnliche Definition , welche man , ganz gegen die 
Analogie bei den Exponentialfunctionen, von den elliptischen Functionen giebt, 
ist diejenige, dafs sie die umgekehrten Functionen der bekannten fntegrale 
sind, bei welchen die ganze Function unter der Quadratwurzel bis auf den 
vierten Grad steigt. Aber da schon die deutliche Vorstellung eines^ solchen 
Integrals, dessen Differential plötzlich vom Reellen zum Imaginären übergeht, 
nfclit eben leicht ist, so möchte es wohl dem Lernendem Tast unmöglich schei- 
rten, sich a pri&ri^nen klaren Begriff von der Umkehrung einer solchen 
Itategralfunctiöil zu bilden, zumal da hier die geometrische Anschauung ge- 
bricht, wefehe man wenigstens bei den Kreisfunetionen noch zu Hfllfe rufen 
kann. Eine besondere Schwierigkeit bringt die Periodicitfit hinein. Gehen 
wir, um nur von einer einfachen Periode zu reden, fQr einen Augenblick auf 
die Kreisfunetionen Siurflck. Wollte man für diese z. B« dea Sinus als die- 
jenige Function y von x definirea, welche durch die Gleichung 



A 



= O? 



gegeben ist, so mfifste man, in Obereinstimmung mit den bekannten Eigen- 
schaften der Sinus ^ behaupten, dafs das Integral für jeden gegebenen Wei^th 
voii y unendlich viele verschiedene Werthe annimmt, obwohl dies mit der ge- 
wölmlichen Bedeiittmg, welche man einem solchen Integrale (z. B. für y<C 1) 
unterlegt, im Widerspruche steht. Auf dieselbe Weise mflfste man wegen 
der doppelten P^riodicitSt von sin am x behaupten, dal^ das ellfptisclie Integral 






fQr jeden Werth von y sogar unendlich mal unendlich viele verschiedene 
Werthe annimmt. 

Noch gr&fsere Scihi^erigkeiten zeigen ^ch bei den Allelachen Integralen. 
Die umgekehrten Functionen dieser Integrale müssen eine drei- oder mehr- 
fache Periodicitat besitzen. Nun darf man aber nur ganz einfach und consequent 
auf Dtöjenige fortbaüen, was JäeoH im IStenBttde^s« gegenwärtigen Journals 
(ßi^fkncl.' ÜWiram vH^mb. ^adr. /;^r.> «ber die dreifeche PeriodioitM sagt, 
um' zu der* ÜberMagutigf' str g^läi^n*, '=daffs illter' dieser 'Voramsetsung ein 
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Abelsches Integral mit gans bestimmter unterer Grenze fftr irgend einen ge* 
gebenen Werth des Variabein alle möglichen reellen nnd imaginfiren Werthe 
annehmen kann. GAen wir dies ra^ so hiVrl das Abelscbe Integral überhaupt 
auf, eine Function seines Variabeln ko sein. Da dies nun ek Widerspruch 
ist, so kann doch nur folgen, dafs das Abelscbe Integral entweder keinen 
analytischen Sinn hat, oder, daib die Definition, die man von einem Integral 
im Allgemeinen giebt, und ^ aus welcher wir alle diese Folgerungen ableiten, 
nicht genügend ist. Um diesem Übelstande zu begegnen, führt der berühmte 
Verfasser der Fundamenta, s. B. für die Abelschen Integrale orster Ordnung, 
zwei Integrale zugleich ein, indem er 

setzt, wo X eine ganze Function von x vom 5ten oder 6ten Grade ist, und 
betrachtet dann x und y als Functionen der Verbindungen 

so dafs man 

3. a?=Xw,»); y = i,(tr,p) 

hat. Aber wenn wir einmal zugeben, dafs die Function tp{x) für jeden Werth 
von x alle möglichen Werthe erhalten kann, so wird auch ip{y) dieselbe Eigen- 
schaft für jeden Werth von y besitzen: also wird um so mehr die Summe « 
für jeden gegebenen Werth Von x und y alle möglichen Werthe annehmen kön- 
nen. Dasselbe gilt von r; man sieht daher nicht deutlich. Wie auf diese Weise 
von einer Abhängigkeit zwischen % p, ar und y die Rede sein kann. Diesem 
Einwände liefse sicjh iiur Insofern begegnen, als man sagte: zu jedem der un-' 
endlich vielen Werthe von u gebe es nur einen einzigen zugehörigen W^rth 
von r; aber man mflfste erst nachweisen, was unter solchen zusammengeN^rigen 
Werthen eigentlich zu verstehen sei. Es ist jedenfalls ebenso ibtere^saht, als 
nothwendig, sich vollkommene Klarheit über die Principien einep so höchst 
wichtigen Gegenstandes zu verschaffen. 

S- 3. 

Die Analogie, welche man gewöhnBeh verfolgt, indem man von den 
Exponehtialgröfeen und dliptischen Transoendenten zu neuen Functionen fortr 
zuschreiten sucht, bezieht sich auf die Form der Integrale, oder, wenn man /• 
will, Mf die Form 4et Di/psrmtiafyMehtm^m, denen die Functionen ge^ 
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ttügen; Buchen ^-wil" jetzt eine «idcre AM Tdo AHalogiti auCv wddm^ ^iHp nbi 
wiedef ' zn iden Betrachtungen in §. 1. wendefu Zufolge dei' Bdmti<kuBgiy 4i0 
dort tlber die einfachen und ^oppeltin nnendliohen Prod«6M in Beziehung auf 
Krieis^ und 'elliptische Functionen, geflsaoht.^urden^ mOciaan wir aid da» Antitf 
tofCMD^ weichet gteidiaam um eine Sttafe lifther stahty die QuotimUen awt 
Uen'4f*otient6n ron iisendlichen 2SKf/li//MlaAlcfeii. von derFortt: i»!^:'.: •<• 

wo ii| ^' Coaslanten und k^ Af, y^ Ittdiees jQ6ob der.g^wöhiiliehw Be4e¥twg 
dieses Wortes sind, annehmen. , , .; !i _ 

Es seien, um zu allgemeineren Betrachtungen Aberzugehen, 

1. Ä|,' Aj, A3, • . . • A,^' 

ilr indices' iiHd * ^ 

n — i Constanten. Man setze der Kflrz^ wegen, 

und betrachte unter dieser Voraussetzung das Product • j ' 

. *• :n('-T)' 

in weichem sich das Multiplicationszeichen auf die Wertfa^ von^i, A^ etc. be- 
zieht«. In einem solchen Producte . dürfen .wir, sobald n^2 i$ly nifht die 
Indices» unabjbängig von einander, alle möglichen Werthi^ von —00 bis -f <x 
* durcblaufeji lassen^ weil das Product,, wegen der imendUch, vielen Weiibe von 
,A7 deren analytischer Modul unter, ^iiier noch so, jÜein gegiebenen Grenze lie- 
J &en würde, nicht convergireoi iönnte,. und weil man aufserdem auf Functionen 

mit drei und mehrfacher Periodicitit , geführt werden würde. Dasselbe findet 
sogf^r, schon statt, wenn n=*2 für den speciellen Fall eines reellen Werthes 
der Cpmtante ist. Den mehrfachen Produclen würde also nicht mehr, wie den 
einfachen iind doppelten, ein bestimmter analytischer Sinn zukommen, wenn 
'% man den Indiees alle möglichen Werthe zuertheilen wollte. Nichts bindert je- 
doch an der Betrachtung dieser mehrfachen Producte, sobald man die Ihdices 
gewissen Beschränkungen unterwirft, Von der Beschaffenheit, dafs sie die- 
"^ JMigen Umatinie Jkseitigeii^ wekbe<die^ Nichtconvergenz hferbeifühi^: nem- 
^ Uck geviwen ün^hkMteitakeitkt^gwyfßn^ die sian,. »wischen den JbMdJMa i^j^^ 

# ^2, K annehmen und demPirodacte hiniufügai WI&9 dergestalt, dafis das 

MnUipikrationazeicben aichi daviniir auf diejenigoif Werthe d^rBflhfpa bt^ehend 



i2. BiseH9ieinj über die elliptischen und Abelschen TrMhaccndenien. '^t^tt 



r*» 



gedacht wird, welche diesen Bedingun|^ genügen, während die fibrigen aus- 
geschlossen bleiben. Ganz im Attg^^nen Isrst sich hier Aber die Wahl 
die^eV ßedlngtitig^^lei*^chüh^ Sdgen. Aber ed exish'rt ' ^ine 

ganze Classe solcher Functionen, welche in sehr enger Beziehung zu gewissen 
{(esiil^^i i^!^aklm^keqi;ißi^j^\ifMl uii4:«erade 6ir diwä besäfliderao^ifaUilig 
leigen'diiiiUiigleiohlidtabediigvafeflv'VoV'W^ reden ^ eitii^'sekrr'i^g^« 

thümüche^BttJdkiiff^ Ar die?* P^ö iinmeV''^^ 

ifll^ungj aW ^liler |)es^im]p,^en jÄwfJU'y^^jn^W^^ 

^liff>^ Vi?*liWi 9»* Äf'»,«^ m^ 4i« .ü»«*«iQbheitd6ödillgpngen 

kommen darauf hinaus, dafs sie eine ganze Gruppe unendlich ^^{«^Werthe 
von Nf fQr welche dieser Verbindung der nämliche Werth zukommt, und die 
als die Glieder geometi^hei* Reiben erscäieiiieti; ddf' fön einziges iV reduciren. 
Die Functionen, zu welchen man auf Jdieffetn Wege ^geC&ilrt wfrd, ^sdiehien^ s^ht 
merkwürdige Eigenschaften zu bfesitsen;) «ie er&ff^en e\n Feld^ auf demi sich 
Stoff «u den reicbbaUigst^n llntör3^cIlUllge^ darbietet, und welchoß der «fgent- 
liche Grund und Boden zu seiniscbelnti 4tf:wiflehem die schwierigsten Theile 
der Analysis und Zahlentfieorie in eiiMitider greifen. ' . ' ! v ./ 

Übrigens lassen sich ganz ähnliche B^rachtungen,;wfe i^ die uj[iend- 
lichen Froducte, auch an die Reihen knOpfen, 8U welchen- die 'Theo^ci der 
elliptischen Functionen:, führt. 

Berlin am 10. Januar 1844. ,,; ^ ; 
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r Note- . : ■: • 

extraite d'une lettre adressee ä rediteur per Mr. f. Ca/a^^ Repetiteur a|'ecQle : 

polytechnique de f^aKs. 

^Je von» prie, Monsienr, de vöuloif biön önoiie^f , rfönS^votre- ri^uefl, 1* 
^dieoremesuiirant) que je crois vrei) bien.^e.iti ii-aiepas coiedre reura^^ 
„le demontrer coippleteiiient: d'aul7esi;jeroiit;peut*-ötre: plja»;]^^ 

^Deux nombres. entiers conseputifs^ autre^ qae 8 et 9, pe peuvent dtre 
' j,des puissances exactes; auiretaönl dil: requälion x"" — y'»==l, danis 

^l&quelle les ineoitnaes sont entierös et positiresi, i»*a(faÄ^t qu^ittie s^e 
^ :,, Solution." '■ . ■ ■•'. -■ -^ 

Druckfehler im .24ten Bande. , 

S^ m ZcUe 4 V. 0- lies (^)^^4r •tatt (^üf)^^^ 

_- _...:...»..(-£rX^«..(£Ä)^V: . ;. 

-- 175 -^ 2 V. Q, F. « ond 5 der zug:ehörig:e'Biig<ii 'nmf 'S^ctor st t der zti^ebdrigi Sector 

'.' •'•' im 2öten'Balid«i'' -- •' ' " — • -*:-'■ ■ •• 

— 334 — 15 V. 0. St. Linien ~ Ordinaten 1, l#ifdea> d« ii. . Ordinalen. . . ,.' . ... 

— 33Ö — 11 ▼. u. St. n' I. n ii . .. . . > .. i 

— — --* 12 V. Q..ßt. iiica I. nt.yff :' -■. ' ..,...-^ .. ,: ,.; ■ -i:. 

— 338 — 12 y, ü. st. wHorehd I. indem 

; »t- ^8(».t^ nt':14,Y;,u«:febH VM- Fdas Zeielwaav: w *.'*■/■ ■!» i; i:"-.j ..;...'.* 

.« 344 — 14 V. u. st. Wahrscheinlichkeit'!. Wahrscheinlichkeilen 

^ _ _ 6 V. u. St. Fehlergröfse, als Variabein I. Fehlergr3lae>(alat'VäHaU4D) . i« 

— 345 — 7 ?• o. St. « 1. « . ... 

— 13 V. u. St. F(x-fÄ) 1. F{x + Jw) ■ ^ - • • '- ' • '' '•■■■ 

— 34S — 3 ▼. 0. St. tpx I. ^x, 

— 349 — 2 V. u. ist ,^ wenig" auszustreichen. 

-^ 350 ^- 10 ▼. U. st XtSBtipX 1. W:BsitpX 

— 351 -* 3 T. u. ist ^^ nebst dem" auszustreichen und dagegen in der naclisten Zeile statt „und 

oonstante*' zu setzen: nehst constanten 

— 354 — 11 ▼. u. ist nach combinirte ein , zu setzen. 

— — — 10 ▼. n. st begriffenen znsammenfaiste, 1. zusammengefidst werden können, 

— — — 6 ▼. u. st GrÖlse 1. Grölken 

— — — 5 ▼• u. st die des 1. das - » . - 

— 355 — 1 ▼. o. St. die andere 1. andere Formen 
^ — — — 16 ▼. o. st damit I. dafs 

— — — 12 T. u. it nähern 1. unsern 
# -^ 359 — 16 ▼. 0. ist ^^in" zu streichen. 

— — — 8 V. u. fehlt: fi^ s= 

— 362 — 2 T. 0. st wie r I. wie « 

jl — — — 11 V. 0. St. nemlich 1. die Werthe: 

— — — 17 V. 0. st die 1. den 

4 Im 27ten Bande. 

— 76 — 25 en desc. an lien de ,,seule fonnule qae" li»ez ,,seule qne" 

— 77 — 1 - - au lieu de «, /9, y lisez o, /?, y, 6 

^ — 77 —- 12 - - an lien de „expression" lisez „Texpretsion" 

^ -^ B7 — 2 ▼. o. st uneigentlich 1. eiyeniHch 

— 87 — 4 ▼. 0. st eiifentlich I. uneigeniUch 

— 87 — 15 T. o. st zP^l I. zP-^ «= 1 

— 87 — 21 V. o. St. Determinante 1. regelmaftige Determinante 

— 88 — 18 t. 0.8t r'+c— i)i^""^)z« I. r«+(— i)*^"'^.fiÄ* 



m 

^U6^J^, ^Jl^I^^ ^uSJiftiriOi^ i^9^^ yj%^^^^ ^^xl^J^^ 










^«.«M.'tl^^e^iu^ ^^^ ^ ***iN^£^ i^/^l^it^U: yßfc»^^, ^^^1^ 

Ji^^jSi.- A^^^ n^^^c^^ ./fe, 4c. ^' <^^-^trh^^^<,- ^'^M.^: 

^^, ./^^ ^^\ ;U44J[i^ «^^- c;/^^^, .^^; ,;^^ ;^*, 

^4^ ,4€y SC^ '^€ M»n A, *r C- y -fm9>.a0^tt. 4t.0c/- SC/X:^. X-X^O -^ ' 

ißCjr^ y^^i .^<fc^ = ^^~.v > ^<n£;' = ^-:«.. . ^ Ä4*^ vÄ ^, 









ü^ - - • ^^ 
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14. 

Transformations remarquables de quelques s6ries. 

(Par Mr. 6. Eisensfein k Berlin.) 



•I'ajoute aux formules presentees dans le premier cahier de ce volume *) 
Pequation suivante qui me parait surtout remarquable: 



z 




1 

z'* 


■^ « • • « 






1 




-1- 


z»- 


-IH 






1- 


z^z* 


1 

z* 


■ "P •• • • 


z- 


-H 


2»- 


-•+.'.' - , ... 



De celte formule par un simple changement da signe de « resulte la suivante : 

1,1 . 1,1, 
2 T"*"i^+^+^'*"**** 1 



1 +-- +A+-4- + -— s + 1--?- 
' z z* ' z* 



s»+l- 



s*+l- 



s»+l- 



^•+1— elc. 
Les lois de ces series et des fractions continues sonl manifestes. 

Les series et les fractions continues convergent rapidement, si Ton 
suppose, ce que nous faisons ici, que la variable z soit superieure ä Vunite. 

On voit que dans ce cas les denominateurs des fractions continues 
sont toujours superieurs aux numerateurs. En posant donc z egal a un 
nombre entier, on peut conclure, a Taide d'un principe connu, que le rapport 
des deux series qui composent le premier membre des equalions (1.) et (2.) 
est un nombre irrationnel pour toute valeur entiere de z. Nous tirons de lä 
celte proposilion remarquable: 



^) Ces furmulcs se trouvent ä la fln d'une note ayant pour tilre: ,,Theorcmes sur 
les forroes cubiques etc." 
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Theoreme, n^ja lettre z dMgtuuU un enü» queleonque posiHf 
ou negaliff mais superieur ä Funite, la serie 

aura tot^ours une väUur irrationnelle.'' 

On peut tirer le mdme risultat de la premiere des formules que j'ai 
donnees a Tendroit cite plus hant, c'est ä dire de la formule 






A ^ 



5J* -«- etc. 

On peut tirer möme de cette formule une conclusion encore beaucoup 
plus generale que la precedente. La voici: 

Theoreme. y,z designant un entier queleonque, ä Pejpception de 
±1) et X etant une quantUe rationnelle queleonque, mferieure ou tout 
au plus egale ä funite, Je die que la somme de la sirie inßnie 

aura tonjours une valeur irrationnelle. 



m 



Pour s'en assurer il suffit de supposer x =—^ m et n etant deux 



n 



entiers et n>>i7i. 

Par cette Substitution la fraction continue prendra la forme 



n m 




m m 








*»- 





z*— etc., 
ou Ton voit que les denominateurs finiront par surpasser toujours sans Inter- 
ruption les numerateurs. 

Nous supprimons ici un grand nombre d'autres formules et de oonse- 
quences analogues. 
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Mr. Ciausen a dit que la sSrie celebre de Lambert 



i — z 
peut ötre transform^ en celle-ci: 

1— ;5 ' 1— Ä* ' 1— z* ' 1 — Ä* ' 
proposition dont Mr. Scherk a donne une d^monstration tres simple*}. 

Je remarque qae Ton peut aussi convertir la serie de Lambert en 
quotienl d'une autre serie par im produit oomposd d*un nombre infini de fac- 
teurs, Bavoir de la maniere srnvante: 

1—2 ^ 1 — 2* ' 1 — 2* ' 1 — 2* ' 

2_ 22' j 32;; 42* • 

i^2 (l-2><l-2») ' (1-2)(1— 2»K1— ^*) <l-:&)(l-2 «)( l>-2»Kl-g*) "^ ^^ ' 

(1-2)(1— 2»)(1— 2»)(1— 2*)(1— 2») in inf. ' ~* 

Le produit infini (l—ar)(l—a^')(l— «')(!—«*) in inf. est le möme dont £7«/^ 
a donne une transformation si remarquable, en dömontrant que ce produit est 
equivalent a la serie suivante 

i_sr— Är'-f«*4-«^-.««— etc. 
qui a pour terme general 

Cette Serie peut encore ötre convertie en celle-ci: 

^ I _ 2 j ^ :^ , 

^' * 1— »'' (1-2)(1— 2«) (l-2)(l— 2*)(l-2«) r^w5. 

Peut-ötre fera-t'il plaisir a quelques iecteurs de voir ici le developpement 
de la serie de Lambert en fraction continue. Voici ce developpement. On a 

a 2J , • 2* , 2* , 2* I . 

^- r=r+T=^"rr=:i^TTi:ir+ etc. 
^ t-i-lir-i)* 



r 1 <(^-^)^ 



fs_i_i(?L-i)* 



f4_i_lllL^-i)* 



<5_l_ll<il-l) 



oü on a suppose pour plus de simplidte ^ 2= — . 



^) Tome IX de ce Journal. 



f» — 1— etc. 
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La Serie de Lof/ider/ est eonvergente poor toutes les valenrs de z dont le 
module analytique est inferieur a Tunit^, et eile est divergente poor toutes 
les valeurs de z dont le module est >>1; on pent s^en convaincre facilement 
en considerant la limite du quotient de denx termes consdcutifs 



^n-I 



= z. 



l_;jn-l 



1— X» '1— «""l ~ • 1 — »" 

pour n=:oo. Mais pour one valenr de z dont le module est egal a IHuiite, 
cette Serie se eomporte bien singolierement. En effet, en posant z = e^""^^ on 
peut dire qae pour une valeur rationnette de a la serie aura une valenr infi- 
niment grande, puisqu^elle renferme alors une infinite de termes de la forme ^, 
mais que pour une valeur irrationnelle de a la valeur de la serie sera inde- 
terminee, de maniere que la somme d'un nombre quelconque de termes sera 
toujours une expression assignable, mais qui ne convergera pas vers une limite 
fixe lorsqu'on y fait croStre ce nombre au delä de tonte limite. 

J'ai donnd a Tendroit cite le developpement en fraction continue de )a 
Serie finie 

oü Q d^signe une radne primitive de T^quation 

Z'" = 1, 

m ölant un nombre impmr. Ce developpement devient encore plus simple 
pour une valeur paire de Texposant. Seit a une radne primitive de requation 

Z^"- = 1 , 
on aura 

1 — j:«» 



1- 


X 








ff'm-J- 


(1— <r»"-»)* 
ff*"-*— elc 

• 

• 
• 




,. <»-••>* 
.'-f 
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On peut prendre pour exemple m=:2, ce qui donne requation 



1 



. 2x 
— I 



et se vörifie fadlement par le calcnl. 



I 



Par d^antres moyens je suis parvenu a une formule qui se rapporte 
aux formes temairea (^qnadratiques} , et qui me parait meriter quelque attention. 
Seit 



ax^ 



une forme ternaire, oü a^ af, af% b, b\ b" designent des nombres entiers 
donnes, et x, x\ x" des indetermin^es. 
En posant 

b^—a'af'=A, b'^—aa^'^Ay b''^—aa'=A'', 
ab — h'b" = ß, a'b'—bb" = B', a"b"-^ bb' = B", 
il en resulte une autre forme ternaire 



fj, A\ A''\ _ 
\B, B\ B") - ^ 



que nous appelerons d'apres Mr. Gauss adjointe a la forme f. En repr6- 
sentant de plus par D le nombre 

D = ab''^a'V^a"b"^-aa'a"^nVb'', 
D sera le determinant de la forme ternaire f. Cela pose, si la forme /* est 
positive, c'est-a-dire si les nombres n^ a\ a" sont positifs et A^ A', A'^ D 
nögalifs, je dis qu'on aura entre la forme f et son adjointe F cette r^Iation 
de reciprocite remarquable: 

ou les söries sont triples et oü les sommations indiqu^es par le signe S se 
rapportent a toutes les valeurs entieres des indeterminees x, x'y x" renfer- 
m6es dans les formes ternaires f et F. Quant a m et n^ eile designent 
deux quantites quelcönques positives. 

n existe des relations analogues pour les formes qualemaires, qui^ 
nmres etc. 



198 iä. Dahte, d. Knit-Ümfang f. d.DurehtihiaufaOODeeünahtelkH berechnet. 



15. 

Der Kreis -Umfang für deo Durchmesser 1 auf 200 
Decimalstellcn berechnet 

von Herrn Z. Dahae in Wien. 



n- 



3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 
69399 37510 58209 74944 59230 78164 
86280 34825 34211 70679 82148 08651 
09384 46095 50582 23m 53594 08128 
84102 70193 85211 0555 9 644 62 29489 

2|6136| 



50288 41971 
06286 20899 
32823 06647 
4811| 1 74502 
54930 38196 



fiievu folgende Notiz aus einem Briefe des Herrn Ptofl imhi SckuU Stmtsniehß sq Wien an den 
Heransgeber dieses Journals. 

,^Der liekannie Kopfreehner SSnchnrittt Dahse aus Hamburg knm Im J. ISIO^ nachdem er Nord- 
De|itschland durchreiset hatte, nach Wien , um öfTentlidie Proben seines erstaunlichen Rechentalents ab- 
zulegen. Der Ertrag hat ihm aber niclit einmal die dabei gehabhm Auslagen gedeckt, und nur durch 
mehrese gütige Gönner, namentlich das hiesige fienedictiner Stift, ^,die Schottrer," wurde es ihm mÖg- 
Hell, hier zu bleiben. Er besuclUe meine Vorlesungen über Elementar- Mathematik am hiesigen k. k. po- 
lytechnischen Institute, und lob glaube ihn dabin gebracht «u haben, dafs er» unter der Leitnng eines 
Mathematikers, mit seiner riesigen Rechenkraft der Wissenschaft nützliche Dienste leisten könne. Er 
hatte nun die Absicht, durch Sud- Deutschland und Frankreich nach England zu gehen. Ikt er sich mit 
den colossalsten, aber zwecklosen Rechnungen die Zeit yertrieb, forderte ich ihn zu einer Arbeit auf, 
die wenigstens ihm persönlich nützlich werden könne, und munterte Ihn auf, die Lndolphliche Zahl bis 
auf 200 Stellen zu berechnen. Unter den vorgeschlagenen Formeln wählte er sich 

^91 BS arc tang ^ + arc tangf -)- aro tangi , 
und fand die obigen Ziffern. 

Nach dieser Rechnung ergiebt sicli, dafs Ton den 140 T<m Vega gerechneten Ziffern die letzten 
4 unrichtig ahid; was um ao mehr daraus hervorgeht, da die Ziffern Dnae*« mit denen, die ThilMtui in 
seinem Grandrifs der reinen Mathematik, 4te Aufl. 1822, S. 314 (wahrscheinlich nach dem Manuscnpt in 
der Rattcliffschen Bibliothek zu Oxford) angiebt, bis auf die letzten zwei Ziffern stimmen. IHete Über- 
einstimmung bürgt deshalb für die Richtigkeit der Rechnung, weil ich selbst erst nach Bekanntmachung 
der 200 Ziffern jDn«e*s im hiesigen Zeitnngiblatte ädif die 156 Ziffern bei Thibiuu aufmerksam gemaclit 
wurde. Zu dieser Arbeit brauchte Dase kaum 2 Monate. Er will nun die Rechnung weiter treiben; 
allein ich habe ihn bereits vermocht^ zu etwas NBtzlicherero sich zu wenden. Meine Absiebt mit der 
Berechnung der LudolphisOlien Zahl . durch J^/iae ging lediglich dahin, die gelehrte Welt Deutsclilands auf 
ein Rechenlalent aufmerksam zu machen, wie in Jahrliunderten kein zweites voritommt; es war znnSchst 
mein Wunsch, dafs der junge, Kreve, ao selten talentvolle Mann Deutschland erfiaUen werde, und nicht be- 
mülsigt sei, in der Fremde ein wahrscheinlich kummerliches Unterkommen zu suchen. 

Unserm allverehrten Chef der Finanzen, dem Herrn Präsidenten Freiherm von Kühhek:^ konnte 
eine so seltene Erscheinung nicht entgehen. Er stellte den jungen Mann bei der hiesigen Staats-Eisenbahn- 
Direction an, und der erleuchtete grofie Staatsmann erklärte ihm ausdrucklich, dafs dieses zunächst im In- 
teresse der Wissenschaft geschehe; denn aofser 5 Stunden im Amt bleibt ihm die übrige Zeit des Tages frei. 

Da so Dase einstweilen eine gesicherte Existenz hat, und von dem Wunsche glühet, sein aufser- 
ordentliches Talent dein Dienste der Wissenschaft zn widmen, so ist ea nun untere Aufgabe, diese so 
günstige Gelegenheit zu benutzen. Dase kann unter der Leitung eines Mathematikers ifur unser Tabel- 
lenwesen höchst Nützliches leisten» Zn was seine aufserorflentllohen Kräfte zunfiohat zu benutzen aeien« 
will ich dem Urtheil der Mathematiker Deutschlands unterwerfen. Meine Meinung wäre, durch ihn Ta- 
bellen fiir die elliptischen Functionen rechnen zn lassen; und vrenn ieh detftins wagen duifte, den ge- 
feierten Herrn Professor Jacobi zu Königsberg um seine Anordnungen und Winke zn bitten, so würde 
ich es mir zur Ehre rechnen, sie hier mittels Dase in Vollzug zu setzen. Da ein edler Ehrgei« den 
jungen Mann treibt^ aeinen Namen durch wisseiischaftliohe Dienste auf die Nachwelt su bringen, so ver- 
langt er kein jionorar für diese Arbeiten. Nur würden wir 'bitten , lur den Yerlag der so berechneten 
Tabellen zu «orgen, da hier für solche Sachen schwer ein Verieger zu finden wäre. J^ose rechnet einst- 
weilen ein Handbuch der natürlichen Logariüiinen mit 7 Decimalen, ganz nach der Form der gewöhn- 
lichen Logarithmen -Handbücher." 
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16. 

Theoria novi luultiplicatoris systemati aequationum 
. diflferentialium vulgarium applicandi. 

(Auetore T. 6. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiomonti.) 



Argumentuin. 

§. 1. 
M^ropositurus sum sequentibus Euleriani Multiplicatoris extensionem, per totnm 
calculum integralem nberrimi usus et frequenlissimae applicationis , eamqne ab 
amplificationibus ab ipso Eulero et Loffrange factis diversissimam. Quae 
amplificatio maxime nititur analogia, quam in alia Commentatione pluribus pro- 
seculus som^ inter quotientes difTerentiales et Determinantia functionalia. Efficit 
Enlerianus Multiplicator ut duae duarum variabilium functiones datae pro- 
ducant eiusdem functionis differenlialia partialia. Respondent autem differentia- 
libus parlialibiis Determinantia functionalia partialia, quae formari possunt quo- 
ties variabilium numerus numerum functionum superat, variis eligendo modis 
variabiles quarum respectu Determinans formetnr Ita datis n functionibus n-j-l 
variabilium earum functionum dabuntur it-f 1 Determinantia partialia; veluti si 
f ei (p trium variabilium x, y, z functiones sunt, tria earum functionum De- 
terminantia partialia erunt 

df dv__^ d9 SjT 39_öf öy df dfp df d(f> 
Ji' dz dz' dy' dz ' dx dx ' dz ' dx' dy J^'J^' 

Quibus considerationibus molus, ut Eulerianam theoriam ampifficarem, 

generaliter Multiplicatorem examinavi, in quem ducendae essent n-f 1 functiones 

n-f ( variabilium ut producta haberi posseht pro earundem n functionum De- 

lerminantibus functionalibus partialibus. Quemadmodum autem, proposita func- 

tione duarum variabilium, inter bina eius differenlialia partialia intercedit aliqua 

conditio ex elementis nota, sciiicet ut alterius differenliale secundum alteram 

variabilem sumtum alterius differcnliali secundum alteram variabilem sumto ae- 

quale sit: ila inier illa n-\V Determinantia functionalia partialia inveni locum 

habere conditionem analogam. Singulis enim Doterminantibus functionalibus 

partialibus respeclive secundum singulas variabiles differentiatis, aggregatum 

11-^ I quantitatium provenienlium videbimus identice evanescere. Quod suppe- 
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ditat aequationem differcntialem partialem, cui Mulliplicator ille satisfacere de- 
beat, ei analogam qua Eulerianus Multiplicator definitur. Et vice versa, si- 
cati in theoria Euleriana, quamcunque quanlitatem, aequationi illi differentiali 
partiali satisfacientem, videbimus pro Multiplicatore haberi posse. Unde ad 
Multiplicatorem aliquem obtinendum non necessarium erit ut illae n functiones 
ipsae innotescant 

Investigatio ipsius functionis duarom variabilium, cuius differentialia par- 
tialia datis functionibus proportionalia sint, pendet ab integratione completa ae- 
quationis differenlialis vulgaris primi ordinis inter duas variabiles; quippe quae 
ea erit functio, quae Constanti Arbitrariae aequalis evadit. Multiplicator autem, 
qui functiones datas aequales efficit binis differentialibus eins functionis partia- 
libus, ipsius aequationis diffirentialis Multiplicator appellatur. Qui aequationis 
differentialis integratione completa sponte suppeditatur, et vice versa eins cogni- 
tione ipsa integratio maxime expeditur, videlicet ad solas revocatur Qnadraturas. 
Similiter dalis n-fl variabilium n-j-l functionibus, ut obtineantur n functiones 
quarum Determinantia partialia raliones easdem atque illae inter se habeant: 
facile patebit, integrandum esse systema n aequalionum differentialium vulgarium 
primi ordinis, quo scilicet statuitur illarum n-f-1 variabilium differentialia esse 
in ratione ipsarum ii-jl quantitatum propositarum. Quo complete integrato 
functiones, quae Constantibus Arbitrariis a se independentibus aequales evadunt, 
ipsae erunt n functiones quaesitae. Atque Multiplicatorem, qui n-f-i quantitates 
datas Determinantibus earum functionum partialibus aequales efficit, per ana- 
logiam illius sysleinatis aequationum differentialium vulgarium MuUiplica^ 
tarem appello. lam quidem complete integrato systemate aequationum differen- 
tialium vulgarium, eins facile innotescit Multiplicator; quippe ad quem invenien- 
dum tantum opus est ut functionum Constantibus Arbitrariis aequalium, quae 
per integrationem completam constant, unum aliquod formetur Determinans par- 
tiale. At vice versa, cognito aliquo systematis aequationum differentialium 
Multiplicatore, sive quod idem est, cognila aliqua solutione aequationis differen- 
tialis partialis qua Multiplicator definitur, non ita patebat, utrum et quodnam 
inde commodum vel auxilium ad integrandum systema peti posset, ita ut nostri 
Multiplicatoris analogid cum Euler iano videretur in ea ipsa re deficere. qua 
propter olim Eulerus sui Multiplicatoris theoriam condidit. Contigit tandem 
usum introspicere plane singularem quem in integrando aequationum differen- 
tialium systemate e Multiplicatoris cognitione percipere liceat, quod scilicet eins 
ope non prima aliqua, sed omnium ultima integratio ad Quadraturas revocetur. 
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Hnic in theoria integrationis aequationum differeDtialiuro vulgarium boyos dis- 
quisitionum aperitur campus, yidelicet ultimas investigandi integrationes, dum 
primae non innotescont. Qaippe in yastis et lucolentiasimis problematis per 
theoriam hie propositam fit nt ultima generaliter absolvatur integratio, dum in 
easibus tantum particularibus Integralia prima invenire licet. 

Capite primo exammabo Mulliplicatoris nostri varias forroas inmgniores- 
que proprietates. In altero Capite eins monstrabo usum in integrando aequa- 
tionum differentialium vulgarium systemate. In Capite tertio theoriam Multi- 
plicatoris extendam ad systemata aequationum differentialium vulgarium cuius- 
libet ordinis. In Commentationibus deiide subsequenlibus mihi propositum est 
praecepta hie tradita variis illustrare appHcationibus; e quibus est prineipium no- 
vum mechanicum latissime patens, nuper a me sine demonstratiooe divulgatum. 



Caput primum. 
IVoYi Multiplicatoris definitio et varii proprietates. 

Lerema Fundamentale eluaqae varii uaui; de Dctermiuantibus fiinctionaltbus 

partialibut. 

§. 2. 
Aequatione inter variabiles x el y proposita, 
fi^f y) = const., 
obtinetur differentialium dx et dy ratio, 

Si de hac ratione differentialium dx et dy sola agitur, in dextra parte aequa- 
tionis antecedentis omittere licet differentialium partialium ^, ^ factorem 
vel denominatorem, si quo af&ciunlur communem. Ubi vero pro quantitatibus, 
quae differentialibus dx et dy proportionales evadunt ipsa sumere placet ^ 
et — ^ vel -- -J- et -J- , qualia differentiatione partiali prodeunt, nullo 

^) Differeiltialia vulgaria ut in aliia Coromentationibus charactere — d—^ partialia 
eharactere — B — denoto. 

CreUe's Joarnal t d. M. Bd. XXVII. Heft 3. 26 
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factore aut denominalore communi rejecto, eam conditionem formula analytica 
exprimi posse constat. 

Videlicet si qoantiitas ipsi dx proportionalis differentiatar ipsius x re- 
specta, qaantitas ipsi dy proportionalis dilTerentiatur ipsius y respectu, qaanti- 
tatum differentiatione proyenientium summa identice evanescere debet Theo- 
rema simile ad plures variabiles valet 

Aeqoationibas enim inter x, y, z propositis, 

fi^f y# «) = Const, q>{x, y, z) = Const., 
obtinetur dilTerentiando, 

ILjs + ^dr+^dz^o, 

E quibus aequationibus eruuntur differentialium dx, dy, dz rationes, 

dx: dyidz = A:B:C, 

siqoidem ponitur 

M df dq> Bf dq> 

^ — Jy''SI~Jz -07^ 

dz dx dx dz ' 

p d_f^ öy> öjf öjp 

dx * dy dy * dx ' 

Si tantum de rationibus differentialium dx, dy, dz agitur, factorem vel de- 
nominatorem communem quantitatum A, B, C, si quo afficiunlur, omittere licet. 
Ubi vero pro quantitatibus, quae differentialibus dx, dy^ dz proportionales 
eyadunt, ipsa sumere placet Af B, C, nuUo factore vel denominatore communi 
rejecto, eam conditionem aliqua formula analytica exprimi posse videbimus. 
Fit enim 

dA ^ ^ d^f I df a«(p d(p d^f df a«y 

dx dz * dydx"^ dy* dzdx dy ' dzdx dz* dydx"* 

dB ^ d^ d^f I df d^rp drp d^f df d^tp 

dy dx ' dzdy ' dz * dxdy dz * dxdy dx ' dzdy ' 

ac ^ ^ d^f , df d^j> _ d^ ay _ a/ a*y 

dz dy ' dxdz ^ dx* dy dz dx ' dydz dy ' dxdz ' 

Quae expressiones additae sese mutuo destruunt, unde eruitur, 

dA , dB 1 dC _ .. 



dx ^ dy ' dz 
hoc est, si quantitatem ipsi dx proportionalem ipsius x respectu, quantitatem 



ie. C« G. J. Jaeobi^ iheoria novi multipUcatarii aequaU diff. 203 

ipsi dy porportionalem ipsias y respectu, qaantitatem ipsi dz proportionalem 
ipsius z respectu differentiamos, trium qiiantitatum differentiatione provenientium 
samma identice evanescere debet. Quae conditio prorsns analoga est ei, quae 
antecedentibus de duabus variabilibos tradita est atque e primis elementis eon- 
stat. Antecedentia ad naroemm variabilium quemcnnqae extendere licet, si- 
qnidem advocantur propositiones qnas in Diario Crell. Vol. XXIII. de De- 
tenninantibus algebraicis et functionalibus tradidi et quarum per totam hanc 
Commentationem usum frequentissimam faciam. Habetur enim seqaens 

Lemma fandamentale. 
,,SintA, Ai^Ä^^.... Ä^ ^uantites quae in Determinante Functionali 

s^U Ml, IL^ Ml 

^ dx dx^ OX^ ÖXn 

respective per 3^, -^-^ , "S"^» • • • • *T^ muUipUcatae reprehenduntur, 



erit 

BA I BAi j^ BA^ I BAn ä^ «$ 

Bx ' ÖJT, ' 5x^ ....-j- Q^^ 

Demonstratio. 
Secnndum definitionem quantitatum A^ A^ etc. fit 

"Bx* Bxi * Bx^ *"* ' fix» Bx »öj:, ' ' öjTj ^*' ' ' dxn "' 

Unde Lemma demonstratu propositum sie quoque exhibere licet: 

S+lf M M, aA ^ B.fA I B.fA, . B.fA, id^fAn_ 

Facio hanc formulam iam demonstratam esse pro n — 1 fanctionibus n varia- 
bOinm, probabo Lemma ad n fonctiones n-|-l variabiliom^ valere. 

Designo per {i, k) quantitatem quae in Determinante Functionali 

2 ± ^ . -g^ .... -g^ multiplicata reprehenditur per factorem 

df Bf, 

Bxi * Bxk 

Constat autem per Determinantium proprielates iam olim ab ill. Laplace ad- 
Dotatas , bina Aggregata^ in Determinante functionali proposito resp. per 

M^ . -g^ et per -^^ . -J^ multiplicata, valoribus oppositis gaudere. 

Unde sequitur 

(I,*) = _(Ä,i) Bire A*) + (Ä,t) = 0- 

26» 
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Est Ai complexus terminorum eius Determinantis qui per -^^ multiplicantar^ 
unde fit 

qua in formula ipsum (i, t) aut omittendum aut =0 ponendum est Est porro 
Ai Determinans functionum /I9 /s? ^••* ^ formatum respectu yariabilinm x, x^ 
^2 9 .... ^»-.19 ^>+i9 •••• ^n atqne sunt (t, 0), (i, 1) etc. quantitates quae in 

Determinante Functionali Ai mulliplicatae reprehenduntur per -J-^ , -^^ etc. 

Unde si Lemma propositum ad n — I functiones n variabilium valet, erit pro 
indicis i valoribns 0, I, 2, .... n^ 

ideoque eliam 

* 9j: ' öjTi ••••"1 djTii * 

Quae formula pro quolibet ipsius 1 valore 0, I, 3, .... n valet lam gfene- 
raliter observo, quoties ponafur 

"'— dx + dj:. •'••■i"'"5^^' 

iesignanübus üf^i quantitates quascunque pro quibus sit 

«u + ö*,.- = 0, as^i = 0, 
fieri 

iÄ ± §äjL 4. i^ 4. IEl = 0. 

Bina enim differentialia inter se juncta, 

C7.— 5 o. — 5 — *— 

OXk I oxi 



mutuo destruuntur, unde tolam expressionem -^ — l" a~^ •••"^ "a^^ ^^®'^" 
tice evanescere invenis. Ponendo autem fi.(i, k)=^ Oi^i^ satisfit conditioni 
a^,]k= — fl*,,, porro fit Hi = ^i; ideoque 

Sj: ' öj:, ••••1" ^jj.^ ' 

sive Lemma de n funclionibus n-^-l variabilium justura erit^ dummodo de n — 1 
functionibus n variabilium locum habet. Unde tantum necesse est ut Lemma 
pro una fuuctione duarum variabilium constet. Pro una autem functione ^ 
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dttamm variabiliam x eX y abeunt quantitates A etc. in differentialia partialia 
'S ^^ ~ 'a^ ideoque Lemma redit in fprmulam 

dy dx ^' 

quae est differentialinm partialimn proprietas fnndamentalis supra commemorata. 
Lemma generale etiam directe demonstrari potest absque illa reduclione 
nomeri n ad numerum n — 1. Nam cum Ai vacet differentialibus, ipsins Xi 

respectu sumtis, e quantilalibus -q-t ? nuUa implicare potest differentialia bis se- 

cnndmn eandem Yariabilem snmta. Differentialia autem secunda, secnndom va- 
riabiles diyersas Xi et Xi, sumta, non provenire possunt nisi e solis dnobos 
terminis 

dxi ' dsk 
Unde ad probandum Lemma propositum sofficit nt demonslretur, in Aggregate 

^J^ 4- 4^*. se mntuo destruere terminos per quantitates 3 — ^ mnltiplicatos. 

dxi ' axk dxiöxk '^ 

Quod facile patet. Ponamus enim 

^* — ""' dxk ^"^ dxk ••••+''"0^' 
fit secundum Determinantium proprietatem, in priore demonstratione in nsum 
vocatam, 

^<=-{''-i^+°'-is--+«--i^)- 

Quantitates a|, a^ etc. neque differentialibus secundum Xi sumtis, neque dlffe- 

rentialibus secundum x^ sumtis afficiuntur. Unde substituendo ipsarum Ai et 

Ak expressiones antecedentes, de Aggregate 

dAj I dAk 
dxi ' dxk ' 

prorsus exulant differentialia secunda, secundum variabiles Xi et x^ sumta, 
terminis binis, 

• ^'^dxkdxi ^'^dxidxk' 

se mutuo deslruentibus. Erant autem inter omnes terminos Aggregati proposili 

d_A , dAg , dA^ , dAn 

ör ' dx^ ' dx^ ••••T Q^^ 
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8oli lermini -5-^4-5—^ qui affici possint differentialibos 5 — 4^^, unde in 

O Xi O Xk O Xi O Xk 

Aggregato proposito tennini differentialibus secnndis secundnm Xi et x^ sumtis 
affecti se mutuo destruant. Unde cum Xi et Xf, binae quaecunque variabiles 
esse possint a se diversae, illad Aggregatum totum evanescit. Q. d. e. 

Quoties numerns variabilium, quas datae fanctiones /i, ^, .... f„ im- 
plicant, ipsum functionum numeram n snperat, proponi potest, earum functionum 
Determinantia respectu qoarnmque n variabiliom formare. Quae vocabo func- 
tionum /i, /,, .... fn Determinantia PartiaHa secundum analogiam denomi- 
nationis de differentialibus usitatae. 

Si numerus variabilium est n-f 1 siculi antecedentibus, eril numerus 
Determinentium Functionalium Partialium n-f-1; si numerus variabilium est n-f'i, 
dabuntur ^(it-{~^)(^'h Determinantia Functionalia Partialia, et ita porro. 
Eorum Determinantium Functionalium Partialium Signa cum in arbitrio posita 
sint, casu quo variabilium numerus numerum functionum tantum unitate superat, 
supponam, signa omnium Determinantium ab eorum uno ita pendere, ut bino- 
rum Determinantium partialium alterum de allere deducatur, in signis differen- 
tialibus binarum variabilium independentium commutatione facta, omnium simul 
terminorum mutatis signis. Quem invenis esse habitum quantitatum Ay A^^ ... 
... An^ quae sunt functionum /i, f^^ — f^ Determinantia parlialia. Videlicet 
de uno 

da:, dx^ dx» ' 

deducitur —Ai^ loco ipsorum 



respective scribendo 



dxi ' dxi ' dxi 

dx ^ dx ' ' * ' ' dx 



Pro una duarum variabilium x el y functione f^ abibunt Determinantia partialia in 
differentialia partialia functionis/l, alterum positive alterum negative signo sumtum, 

4A _Af._ ^^1 df. df, 

by "^ dx dy ^ dx 

Et quemadmodum inter differentialia partialia -^-^ et -^'- , locum habet for- 
mula fundamentaliS) 

dx dy ~ "' 
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ita n-fl variabilium x, x^^ x^^ .... x^ propositis n fnnctionibiis ^, f^^ •••• A 
Lemmate antecedente constituitur inter Determinantia Partialia A, Ä^^ A^^ ... 
... J„ aequatio condiüonalis fnndamentalis , 

dA I 9^1 I d Aj^ , dAn • .^ 

Qaod igitur Lemma gravissimam manifestat analogiam Detenninantium Fanctilo- 
naliom et qaotientimn differentialium partialium. 

Lemma traditum dedi oiim in Commentatione, VoL VI. Diar. Crell. 
pg. 863 sqq. inserta, ,9 De resolutione aequationum per series infinitae.'' 
Qnod eo ioco adhibni ad demonstrandam Propositionem quae et ipsa luculentam 
analogiam Determinantium Functionaliam cum differentialibus constituit. Nam 
cum pateat seriei e solis variabilis x potestatibus conflatae quotientem differen- 
tialem vacare termino — , demonstravi, eerierum f, f^^ .... /),, conflatamm 
e 90ÜS variabiUum or, x^, .... x„ potestatibus t Delermmant Fwtcliotuüe 

ÖX OXi VX^ CfXn 

vacare termino . Quippe Determinans antecedens per Lemma 

X X I X» .. • • Xn 

nostruro aequatur quantitati 

d.fA . d.fA, I d.fA. 

cnius terminus primus evolutus vacare debet termino in — ducto, secundus 

termino in — ducto , et ita porro, ita ut in tota quanütate evoluta non obve- 

^' 1 

nire possit terminus 



XXgXm ....Xn 

Quae propositio adhiberi potest ad amplificandum theoriam Cauchyanam 
residuorum dictam, eiusque ope radices systematis simultanei aequationum in 
series infinitas evolvi, quod in Commentatione citata videas. 

Data occasione breviter adhuc innuam usum Lemmatis propositi in in- 
tegralibus multiplicibus inter datos limites determinandis. Proponatur integrale 
multiplex, 

fUdfdf, .... rf/;, 

ponamusque limites, inter quos integratio afScienda sit, eo definiri, quod intro- 
ducendo certas alias variabiles Xf x^^ .... x„ pro variabilibus independentibus, 
harum novarum variabilium limites a se invicem independentes sive constanles 
sint. Constat, novis variabilibus exhibitum integrale proposibim fore, 
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fudfdf, .... rf/; ^fü2±^J/^.... -|A. dxdx, .... dx„. 

Variabilibos propositis ff fn '••^ fn expressa U integrataque ipsius f respectu, 
prodeat 77 ita ut sit 

erit 

rj^.df df, df„ __^,dn d£^ df„ 

C/ ^i T TT"* • ""rv- • • • • —ST— — — ^far T —5 • rs • • • • "TT^ 

ÖX ÖX^ ÖXn ox öjr, öx« 

Quod patet substituendo valores 



dn 






et observando, post substitationem factam evanescere quantitates omnes in 

an an an 

df, ' Bf^ ' •• dfn 

ductas. Fil autem e Lemmate proposito 

"" öx * öxj * 9x, "" dxn dx * öx^ ••••T ^^^ • 

Unde eniitur formula reductionis 

fVdfdf,....df^ = 
f(nA)dXidx2....dx„'\'f(IIAi)dxdx^....dx„ '\~f(nA„)dxdXi....dx^. 

Hicsigno (HAi) denoto, in functionibus f, fi^ *-•> fn ipsi a? subslituendos esse 
binos eins linoiites constantes, binaßque expressiones ipsius ITAi provenientes 
alteram de altera detrahendas esse. Hinc integrale n-f Ituplex propositum vi- 
demus revocari ad '2n-f 3 integralia ntuplicia. Quae singula eadem quidem 
formula exhiberi possunt 

fndf,dr,....df^*}, 

sed pro singulis erit IT diversa ipsarum /l) /^^ • • • • /i. functio, limitesque 
ipsaruni f^ ^, .... fn diversi erunt. Singula deinde integralia ntuplicia eadem 
melhodo ad 2n integralia (n — l)tuplicia revocari possunt, eaque ratione per- 
gere licet, usque dum tota integratio inter limites propositos perfecta sit. 



^) Habeudo enim x pro Constante, fit 

/nAdx,dx^....dn ^/ndf,df^....df„, 
cum Sit 

■^ dXi ÖXj dXn ' 

et similis formula pro reliquis integralibua vaiet. 
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Lemma traditiun sab alia quoque forma proponi potest memoratn digna. 
Habeamna emmx, x^^ .... x^ pro ipsarum f, /i, ..•• f^ fonctionibas, earum- 
que quaeramus differentialia partialia, ipsius f respectu snmta. Quae per regu- 
las notas inveniuntur, 

dx A ^'^j_ ^ §^!L ^^ 

siquidem R est Determinans propositmn, 
Hinc formula nostra 



si repntamus esse 



dA ,_ dAj , dAr^ ^ ^^ 

dx "^ dxi ••••*!■ öjr.^ 9 



dÄ _ SR dx^ , aJft öx^ , e/t jSjv 

formam induit seqnentem, 

sive 

In bis formolis supponitur, ipsas R, x, x^^ .... x^ primum pro quantitatum 
fffi'i ••'•fn fanctionibus haberi omnesque secunduro /* differentiari; deinde 

differentialia partialia ^y, -^y- elc mrsus per ipsas Jir, x^^ ....^„ exprimi, 

et respective secundum x, x^^ .... x^ differentiari. Commutando quantitates 
x^ Xi etc. cum quantitatibus f, fi etc. formula antecedens in aliam abii, quam 
in Diar. CrelL Vol. XXII. pag. 336 demonstravi. 

Novi Multiplicatoris definitio. Aequatio differentialis partialis cui satisfacit. Variae 
formae quas Multiplicatoris valor induere potest. 

§. 3. 
Sint X, Xi^ .... X^ variabilinm x, Xi^ .... x^ functiones qnaecunque 
non simul omnes identice evanescentes; proposita aequatione differentiali par- 
tiaii lineari primi ordinis^ 

CreUe*s Journal f. d. M. Ed. XXVII. Heft 3. 27 
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soIatioiieB ejus exMtnt n a m inTicem independentes. Qvaram Determinantia 
partialia eriint inter so ut Co^ffidentes aequationis differentialis partialis pnH' 
poflitae X, X^^ .... X^. Solvtionibvs enim Ulis a so independentibus vocalis 

/if /t» ••• • /»» 
habentur aequationes identicae, 



qnae sunt n aeqaationes lineares inter n -}- 1 qoantitates X, IT, , X^^ 

terminis carentes constantibus. Quibus aeqoationibus determinantur rationes 
qnas ipsaeJT, X^^ etc. inter se tenent. Videlicetper regulas notas algebraicas 
invenitur, ipsas X, Xi^ .... X„ esse inter se nt qnantitates A, A^^ .... A^^ 
%. pr. considerafas, qoae erant complexns tenninonnn, in Determinante fiinctionali 

respective per j^, -^^^ .... -^^ multiplicatomm, sive fonctionnm /i, /a? . • • 

... fn Determinantia partialia. Sit M factor per quem Cofifficientes X,Xi^. .. X^ 
mnltiplicati ipsa producant Determinantia parüaliail, Ai^ .... A^^ ita nt fiat: 

1. MX=Aß MXi = Ai^ .... MX^ = A^. 
Posito 

ax fljr, dxn^ 

com habeatur 

sequitor 

a. B = M{xli+x,4L....+x.^). 

Dsdem substitntis formulis (1.) Lemma §. pr. demonstratnm in banc formu- 
lam abit: 

Q 1^ ^^_^ d m MJl I ö . mX^ _l ^ • ^Xn 

Habemus igitur Propositionem sequentem, qua Hultiplicatoris M continetur 
definitio. 
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Propo8itio. 
9,Proponatiir expressio 

in qiia sint Jü, JT^, • • . • X^ datae yariabilium Xy Wi^ . • . . x^ functiones: 
functionibtts fi^ fi^ •••• fn rite determinatis, ipsa f autem indeterminata 
manente, semper exstabit Factor M^ per quem multiplicata expressio pro- 
posita formam induat Determinantis funcUonalis 

isque Multiplicator satisfadet aeqnationi differentiali partiali, 

E valoribus ipsius M in sequentibns perpetno exclndo valorem ilf = 0. 
Quem patet satisfacere aeqnationi (2.)9 qna Multiplicator definitur, dummodo 
statnatur functionum fx^ f^^ '•** fn unam reliqnamm functionem esse; constat 
enim Determinans Functionale evanescere si fiinctiones propositae non a se in- 
vicem sint indepeudentes. IIIo autem ipsius M valore exduso, Propositio ante- 
cedens inverli potest. Videlicet si Multiplicator M definitur condilione ttt 
pro funcüone indefinita f expressio ^ 

evadaf Determinan» fünetionah, 

ÖX ÖA-i ÖXm 

ftinctiones f^ f^^ •••• /l necessirio erunt solutiones a se indepenäentes 
aequationis differenHalis partialis linearis, 

Nam pro ipsa f, quae erat fanctio indefinita, somendo aliqnam fimctiontun ^, 
/j, .... /;, identice evanescit Determinans R. Qnod cum snpponator aeqnale 
expressioni, 

atque factor M a nihilo diversus slatuatur, fieri debet ut substituendo ipsi f 
fnnctiones /;, /^, .... /i, identice habeatur, 

27* 
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sive ut fi^ f^^ ...« f^ ipsae sint aequationis differentialis partialis propositae 
solntiones. Eruntqae solntiones illae /i? ^9 •••• /» a se invicemindependentes; 
si enim una reliqnanim functio esset, Determinans R identice evanesceret pro 
fiineüoiie/* indefinita; unde etiam pro fonctione indefinita f evanescere deberet 
expressio ir^fA^ir ^f ayAL 

qnod fieri non potest nisi oinnes X^ X^ etc. simul identice eyanescunt. 

Datis functionibus fi^ fx^ .... fn una qoaelibet ex aequationum (1.) 
numero ad definiendnm Multiplicatorem sofficit) veluti aequatio, 

OXi CX^ ÖXn 

e qua sequitur 

4 M = —2+ ^f' . ^f* ^f" 

X — ÖJTi 9x, bXn 

Qua tarnen fomiula ut definiatur Mnltiplicator aeqnationis differentialis partialis 
propositae 9 addenda conditio est ut ^ et Ji non evanescanL 

Pro duabns variabüibus x et a?i MoItipKcator antecedentibos definitus 
cum Euleriano convenit. Sint enim X, Xj, datae variabilium x et x^ func- 
tiones, atqne proponatur aeqnatio differentialis primi ordinis Inter x et x^^ 

Xdxi — Xidx = 0. 
Est Mnltiplicator Eulerianus eiusmodi factor M per quem mnltiplicata pars 
laeva aequationis antecedentis abit in differenliale completum fonctionis alicuius 
/;, ita nt Sit 

sive, 

E quibus formuHs sequitur, pro fiinctione indefinita f induere expressionem , 

formam Determinantis fiinctionalis 



df af, df ^ a 

dx ox^ oXi 



» 



et Multiplicatorem M satisfacere aequationi differentiali partiali, 

d.Mx , a.jtfjr, _ 

dx + dx^ ~ "• 
Quae pro duobus variabüibus independentibus sunt eaedem proprietates characte- 
risticae, quae Multiplicatori generali assignavL 
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Problema solvendi aeqnationem differentialem partialem propositam, 

com duobns aliis problematis arctissime coniunctum esL Designante enim 77 
quamcunque aeqoationis praecedentis solutionem, ex aequatione 

i7= 0, 
petator ipsins x expressio per reliquas variabOes ^r^, X2^ .... x„: notam est 
eam fteri solutionem alterius aequationis differentialis partialis, 

Unde haec aequatio differentialis partialis ad aequationem differentialem partia- 
lem propositam revocari potest. Porro ad aequationis differentialis partialis 
propositae solutionem constat revocari posse inte^ationem completam systematis 
aequationum differentialinm yulgarium primi ordinis inter n-f 1 variabiles x, 
^19 •••• ^119 quod repraesentemus proportionibus, 

dx'.dx^ .... :dx^ = X: -Xi :....: X^. 
Yidelicet si aequationis differenlialis partialis propositae solutionis , a so inde- 
pendentes, sunt /*i) /^^ •*•• ^^ obtinentur aequationes, quibus illnd aequationum 
differentialium vulgarium systema complete integratur, aequando solutiones illas 
Constantibus Arbitrariis. Et vice versa, si ex aequationibus integralibus com- 
pletis petuntur variabilium functiones Constantibus Arbitrariis a so independen- 
tibus aequales, ab iisdemque Constantibus Arbitrariis ipsae vacuae: hae functio- 
nes emnt aequationis differentialis partialis propositae solutiones a se indepen- 
dentes. Propter hunc trium problematum consensum Multiplicatorem M ad tria 
Ola problemata perinde refero. Qua de re ipsum M perinde appellaho Mul-- 
tipHcatorem huius aequationis differentialis partialis^ 

vel htiius, 

vel etiam eystemaiie aequationum diffhrentiatium vulgarium, 

dx : dxi : dx^ . . . .i dx^ = X : X^ : JE^ .'.••: X^ . . 

Ubi ad has refertur Hultiplicator, quod plerumque usu venit, pro variis 
formis, quibus earum aequationes integrales completae proponuntur, variae ob- 
tinentur Hultiplicatoris repraesentationes. Qtias sequentibus exponam. 

Si aequationes integrales proponuntur ipsa forma cuius modo mentio- 
nem iniecimus. 
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5. /^ s= Cfi) ft SS» «2» . . * . /!! a« a«^ 
designantibus a^ etc. Constantes ArbitrariaS) fimctiones fi eto. non affidentes, 
ideoque fi^ fi^ •••• fn solutiones a se independentes aeqiiationis, 

erat Multiplicator, 

lam vero proponantur aeqoationes inte^ales completae hac forma maxime wi- 
tata, ut variabiles omnes per eamm anam veluli x, et Constantes Arbitrarias 
es^runantor, 

7. a?i«= 91 (x), a?2 z:=iip^{x)^ .... a?, = y. (;r), 
fanctionibas ^t, 92 etc. invdyentibns praeter Yariabilem x Constantes Arbi- 
trarias «1 etc., erit 

8 s^lL.Sfi^ öA= ^ 

D. F. §.9. (3.)*> ünde «t, 

Si vero generalius inter oninea 2ii-f 1 quantitates, or, o^i, ,... x^ 
«n ^9 *• ** ^t) proponnntor n aeqnationes integrales, 

iTi =c 0, /Ja =5= 0, . . • • i7« «= 0, 
fit (D. F. S* 10. (5.)), 

1 :e+ ^« ^6 «A _ ^ ?^'^1>^'' ^ ö^ 



ö^öo:, •• • • dxn "^ «. ÖÄ, a/z; 517: 



10 
Unde obtinetur, rejecto qnod licet signq andpili, 

11. ^ — jr- Jp^.öÄ2 ö^ ~a^* 

quae est Mulliplicatoris eiqpressio maxime generalis. 

Formula C^^O ope investigatio valoris Determinantis fiinctionalis band 
raro egregie expeditur. Transponamns ex. gr. Constantes Arbitrarias in alte- 

«) CommenUtionem de Determinantibos Fuuciionalibtis Vel. XXII Diarii Crelliaiii 
insertam designabo per D. F. 
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ram partem aequationain (1.), atqne pro quolibel ipsius t valore statuamus 
imctionem i7j aequalem functioni fi — o^^ qooeanqae modo per aeqaationes, 

transformatae. Poterit in locnm cuiusque aequationis fi^=ai adhiberi aequatio 
77|= 0, onde systema aequationnm seqoentiiim) 

Üa = 0, /7, = 0, • • . • /T» = 0, 
haberi poterit pro aeqaationom inte^alium completamm systemate. Quae ita 
sunt cbmparatae aequationes, ul quaelibet functio /7|- non involvat quantilates 
ai9 «,, . • . . aj.1 , qiiantitatem ag autem in nnico termino addito — a|. Unde erit 

ü n. 
sive qaantitatibus -^ — ^ in fignram quadratam dispositis hnnc in modnm, 

a/T, ö //, a/j. 

aa. ' aliT' • • • • öa, » 

a//, a/7, aw, 

a«, ' ai^T» • • • V aa. ' 



a/r. afl, a//» 



qnadratoqne per diagonalem, a laeva ad dextram partem dnctam, in duas partes 
divfoo, termini in laeva parte positi omnes evanescnnt Qaod nbi fit, abit De- 
terminans in prodoctom terminomm in ipsa diagonali positorom. Qni termini 
com irfngoli fiant — (, eruitur 

-. . a/7, a/T, a/T, . . 
-^^^••"^••••^^ = ± '» 

ideoqae . 

13. JUf = ^±-l^.4^....-|/^ 

"" fljr, dx^ • • • • Qj^^ 
Quae docet formnla propositionem frequentissimae applicationis, valentibus aequo- 
tianihi9 ^1 s=«i, /; = o, , f^=:a^^ DetemunoM flineäanale, 

"" dxi öx, "* dxn ^ 
volarem non mutore, ei ante differenüatUmee partiales tranrigendas quae^- 
que pmeAo fi per oequationes 
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quascun^e subeai mutoHones. In hac propositione sunt «i, a^^ .... a„ Con- 
slantes; quae si iungontur fnnctionibas /*i, /"a, •••• f„^ ita nt ipsius fi — a^ loco 
scribatur /i^ refertor propositio ad yalorem quem induit Determinans fonctio- 
nale, functionibus ipsis evanescentibus» In applicalione huius propositionis fa- 
cienda funcHones /I, ^, ...• /n sive aeqnationes, /i = 0, ^==0, .... /; = 0, 
certo disponendae sunt ordine tali, nt quaeque aeqnalio /) = insequentium 
ope formam induere possit concinnam, simulque differentialia partiaBa fnnctio- 
nis fi evadant simplicissima. Qnin adeo eandem operationem indefinite repetere 
licet 9 siqnidem post idoneas mntationes, pro certo fünctionum et aequationum 
erdine faclas, eaedem fnnctiones alio aemperque alio ordine disponuntur et pro 
qoaqne nova dispositione mutationes vel eliminationes convenientes operantor. 
Quantascnnque autem mutationes per varias istas dispositiones et eliminationes 
subire possunt fnnctiones propositae fi etc., non tamen inde nascuntur fünctio- 
num mutationis quae obtineri possunt, si eodem tempore ad unamquamque trans- 
formandam, nullo ordinis fünctionum respectu habito, omnes adhibenlur n ae- 
quationes, quae reliquas omnes fnnctiones nihilo aequando proveniunt. Nam in 
propositione tradita unica tantum erat e n-{-l functionibus, ad quam transfor- 
mandam adhiberi poterant n aequationes; praeter hanc una tantum erat ad 
quam transformandam n — 1 aequationes adhiberi poterat, et ita porro. Functio- 
nibus in alium aliumque ordinem dispositis et pro quaque nova dispositione pro- 
positionis traditae applicatione facta, effici quidem potest ut unaquaeque functio 
aua vice adiumento n aequationum transmutetur; sed differentia in eo consti- 
tuitur, quod hac ratione aequationes ad transmutationes adhibendae non amplius 
proveniant nihilo aequando fnnctiones propositas sed fnnctiones et ipsas iam 
transmutatas, Yeluti si f per aecpatiohem fi^=^0 mutatur in 9, ac deinde fi 
per aequaUonem (p = in (pii ipsa (pi non easdem induere potest formas, in 
quas mutari potest /; nihilo aequando ipsam fünctionem proposilam f. Nam si 
valorem generalem functionis, in quam f per aequaUonem fi = mutari potest, 
designamus quod licet per 

atque similiter valorem generalem functionis, in quam f^ per aequationem 9) = O 
mutatur, per 

haec functio diversa erit a functione fi'\'fi<p^ in quam /^ per aequationem 
/*=:0 mutatur. Atque Determinans fünctionum 9 et ^^ idem quidem erit at- 
que fünctionum propositarum; fünctionum vero /*+ ^i, A-f /"/" ab lUo discre- 
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pabit, scilicet aequabilor Determiiiaiiti ftmclionum /* et /x, per factorem l — lfi 
moltiplicato. Quod {duribus illodtrare placnit, ut emendarem errorem quem ia 
Commentatione de Detenmnantibns fwictionalibus conuniBi proponeado, De- 
terminantis functioaaIi9 valorem quem induat ipsis functionibus evanescentibus, 
immutatum manere, si unaquaeque funclio mutationes subeat, quasconque nihilo 
aequando reliquas omnes subire possit. Generaliter si ponitur 

demonstrabilar per Determinantiiim proprietales, valentibus aequationibas 

/•=(), /; = 0, .... /; = 0, 

fieri 

Unde ut Determinantia functionum fffi^ •>*• fn et g>^ ^i, .... q>^ inter se 
aequalia existant, habetur conditio generalis, 

:s±)Ll\ ....K = 1. 

E Propositione supra tradita, identidem pro aliis alUaqne functionum 
dispositionibus repetita, innumera deducuntur quantitatum 4 systemata quae 
conditioni illi satisfaciunt. 

Inter mutationes , quas funclio variabilium x, x^ etc. per aequationes 
inter easdem variabiles positas subire potest, referri potest eliminatio variabilium 
numeri numero aequationum aequalis. Unde in formula (12.) definire licet /7) 
ut functionem variabilium x^ x^^ .... Xi^ in quam abeat /| — a,-, si ope ae- 
quationum /;+i = «i+i , fi+1 = ^i+1 , ..../),==«„ variabiles a?,^.i , j?,+2 ^ • • • . ^n 

rill 

eliminantur. Quo Statute, omnia evanescunt differentialia partialia -^— ^, in qui- 

Ö Xk 

s/r* 

bus k>i; unde figura quadrata, quae a quantitatibus -^-^ formatur, ita com- 

parata erit, ut in ea per diagonalem divisa, rursus termini in altera parte positi 
evanescant, ideoque fiat, 

a/j, ag, dn„ ^ ait^ dn^ dn„ 

-^ dx^ * dx^ "" dxn öx, * dx^ **" dx„ 

Hinc formula (12.) abit in hanc, 

iq riu — ^^' ^^« ^"^ 

ÖXi OXj OXn 

sive Determinans functionale quo Multiplicator definilur in simplex productum 
redit. Forma aulem aequationum integralium 

77, = 0, /Ij = ü, . . . . /In = 0, 
quae illam simplicem Determinantia functionalis ezpressionem suppeditat, eadem 

Grelle s Journal f. d. M. Bd. XXVIL Heft 3. 28 
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est atqae per integrationem nrefeMtvom proveniens, post qaodqoe Integrale 

iirveiitum una variabiliam eliminata. Servata enim functioniim IT^^ 11^^ JT^ 

significattone antecedenta, si eliminatur a:^ per Integrale, 

erit /7),.| = Integrale aeqnationnm diflferentialinm, 

dx : dx^ . • . . : rf j?„«i = X\X^ . . . . : X^^^ , 

cuios Integralis ope eliminala j:„.i erit /7„_2 = Integrale aeqnationnm diffe- 

rentialinm, 

dxvdx^ .• .. : </j?,H-a = X:Xi.... iX^^^ 

et ita porro. Si e functione Ui Constantes arbitrarias a,^.|, a^^,, .../a„, 
qnas implicat, ope aequationum, 

n,^, = 0, /7,+, = 0,1 •. . • il, = 0, 
eliminamns, redit aequatio i7|- = in aeqnationnm diiTerenUalinm proponlamm 
Integrale /) — a,= 0. Yoco antem, ut in alüs Commentationibus, Integrale 
fyitematia aquationum differentialinm vnlgarinm huinsmodi aeqnationem integra- 
len^ qoae differentiata identica evadat per solas aequationes differentiales pro- 
positas, neqne ipsa iUa aequatione integrali neqne ulla alla in anzilinm advocata* 

Mttliiplicatoris exprosaio generali«. Bini MulUplicatorea suppeditant Integrale. 
Expreasio generalis fnnctiouum qnarum detur Determinans dairnn. 

§. 4. 
lam varias qnae de Multiplicatore nostro tradi possunt proprietates ex- 
ponauL Ac primnm inquiram quomodo uno cognito Mnltiplicatore emantur alii 
innnmeri, sive Multiplicatoris investigabo formam generalem. Sit M datns 
Mnitiplicator aeqnationis, 

satisfacere debet M secundum §. pr. huinsmodi aeqaationi, 

designantibus /^^ ^^ ..•• /l solntiones aequationis (1.) aae invicem indepen- 
tes. Sit fi alins qnicunqne Slnltiplicator, satisfaciens aeqnationi, 

CJTi ÖX^ OXn 

deaignantibns b\^ b\^ .... F„ .alind systema solntionnm einsdem aeqnatio- 
läB (1.) a aa invicetn independentinm. Fnnctiones F|, F,, eto. esse debent 
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solamin f^^ /^^ *••• fn functiones; eognilis enim aequationis (1.) sololionibns 
n a se invicem independentibu^, quaevis alia eiasdem aequaUonb aolotio harum 
n solutionum functio est. Fit aatem per formiilam notam (D. F. §. 11. Prop. IL), 

— ^+ ^^\ i/t ^ :f+ ^I±. AA 9/; 

siqoidem habeutur Fi, F,, .... F, in laeva formolae parte pro variabiliiim 
X, ar,, .... X,, fiinctionibas, in dextra parte pro functionibns ipsarum /i, 
ft^ .. >. fn* E (2.) — (4.) autem obtinelur haec formula, 

Unde sequitur vice versa, ipsarum fi^ fi^ *- -* fn quibuscunque sumtis functio- 
nibus a se independentibus Fi, F,, .... F^, Multiplicatorem M ductum in 
harum functionum Determinans, 

alterum suppeditare Multiplicatorem fi. Quaecunque enim slnt Fi, F,, .... F^ 
ipsarum /l, /2) • • • • /n functiones a se independentes , ex aequatiouibus (2.), 

(4.), (5.) sequitur formula (3.), in qua F,, Fi, t\ erunt aequationis (t.) 

solutiones a se invicem independentes, unde secundum §. pr. tradito quantitas fi^ 
formula (3.) determinata, aequationis (1.) erit Multiplicator. 

Videmns ex antecedentibus, binorum quoromque Multiplicatorum Quo- 
tientom ^ aequari functioni ipsarum /',, f^ .... f^^ videlicet Determinanti 

ipsarum F,, F,, F„, pro functionibus quantitatum /^i, Z^, fn habi- 

tattmi, et vice versa, Multiplicatore M ducto in Determinans quarumcanque 
n functionum a se independentium quantitatum /i^ /'s, • •*• /)>, alterum obti- 
neri Multiplicatorem. Semper aulem quantitatum /l, /^^^ • • • • fn functiones 

Fl, F2, F„ invenire licet, quarum Determinans sit earundem quantitatum 

data quaecunque functio. Unde non modo binorum Multiplicatorum M et /j 

Quotiens functioni aequatur ipsarum /i , /\ , /^„ , sed eliam vice versa, 

Multiplicatore M in quamcunque functionem ipsarum /;, f^^ .... f„ ducto, 

rursus prodit Multiplicator. Et eum ipsarum, /i , f., /*^ , quaelibet functio 

aequationis (1.) solutio sit, neque aliae aequationis (!.} soluliones extare pos«- 
sint, nisi quae ipsarum /;, /,, /. functiones slnt, sequitur ex anteceden- 
tibus haec Propositio. 

28» 
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Propositio. 
^^Desigiiante M Multiplicatorem aeqnationis differentialis partialis, 

erit Mulliplicatoris forma generalis, 

UM, 
designante IT quamcnnque aequationis propositae solotionem/' 

Cog^iita aequationis (1.) solntione U ae designante a Constantem Ar- 
bitrariam, aeqaalione 77= « determinatur variabilium Xi^ x^^ .... x„ functio 
X, satisfaciens aequationi differentiali partiali, 

nec non erit n = a Integrale aequationum differentialium valgarium simul- 

tanearum, 

7. dx : dx^ : dx„ = X: X^ . . . . : X^. 

Unde Propositio antecedens docet, cogmtis aequationh diferenüalia 

partialis (6.) vei aequationum (7.) differentialium vulgarium binis Muitipli" 

catoribus M etM^^ non solo factore constante inter 9e dicersis, aequaüonem 

'jq- = Const. 

fore aequationis differentialis partialis (6.) solutionem vel systematis aequa^ 
tionum differentialium (7) Integrale. 

Pluribds datis Multiplicaloribus M, M^^ .... üf^, haec quoque quantitas, 

erit multiplicator. Designante enim F ipsarum -^ etc. fiinctionem arbitrariam, 

non tantum fractiones -W, ^ etc., sed ipsa F quoqne aequationis (1.) so- 
lutio fit. Unde etiam aequatione F=zO sive quod idem est quacunque ae- 
quatione homogenea inter datos Multiplicatores posita determinatur aequa- 
tionis (6.) solutio. Nec non designantibus a^, o,, .... a« Constantes Arbi- 
trarias, erunt 

Jlf — ^*' "Jtf" — ^^^ Itf ^*' 

Integralia aequationum differentialium vulgarium (7.). 

Restat, nt pancis exponam qnomodo inveniantur fhnctiones quarom De- 
terminans datae variabilium functioni aequetur, quod semper fieri posse supra 



iß. C. G. J. Jaeobiß iheoria novl muUipUcalorin aeqfiat. diff. 221 

innüi. Immo videbimüs idem innumeris modis snccedere, videlicet fimctiones 
praeter anam omnes ex arbitrio sumi posse, una reliqua per solam Quadratu- 
ram determinata. 

Designante i7 dalam quamcunque quantitalmn /i« ^9 ..•. ^ fünctionem, 
simplicissima habetur solutio aequationis , 

ponendo, 

^2 =^ fl^ ^5 = /39 • • • • ^n = fn'i 

finde Determinans propositum in simpIex differentiale abit, 

Quo igitnr casa fit, 

coi integrali fnnctionem ipsarum fi^ f$^ •••• f» arbitrariam addere licet, quippe 
quae inter integrationem pro Constantibus habentur. Aequationis (8.) solutio 
generalis obtinetur sequenti modo. Pro ipsis F^^ F3, .... F„ ex arbitrio sa-> 
mantur ipsarum f^^ /,, •... fn functiones a se independentes, atque fingatur, 
reliquam fimctionem F^ exhiberi per quantitates, 

Functionis Fi hoc modo repraesenlatae differentialla partialia uncis includam, 

quo distinguantur a differentialibus eiusdem functionis per /*,, /j, f^ exhi- 

bitae, ita ut sit, 

SF, _ /öF, \ , /ÖF, \ÖF, , /^F^\ ÖF, jfdF,\dFn 

et quoties index t ab unitate diversus est, 

ifjL _ /gF,\ dF^ , /aF.\ ÖF. j /l^N dFn 

dfi —VdF;) dfi '^yafj dfi ''''^\dFn)'~dfr' 

Quae ipsarum 

dF, ÖF, dF, 

e;q)ressiones si substituuntur in Determinante, 

^ . dF, ÖF, ÖF, 

identice evanescunt singula aggregata per singula differentiaUa partialia 

vöf7^' V0T7/' •••• Vöf;/ 
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multiplicaVae, unde simplex formula obtinetor, 

^ ÖF, dF^ dF„ _ (dF,\ dF, ÖF, ÖF. 

D. F. §. 12. (4.)). E (8. et 9.) seqnihir 

(dPA n 

qua formula exprimendo fi^ fi^ *••• fn P^r /i? ^^29 ^^^31 ♦'•• '^n? sie quoque 
exhiberi potest, 

^®- VT/7/ ~ - öK "OFT •••• TF. 

(D. F. §.* 9. (3.)}- Secundum hanc formulam, ut modo maxime generali va- 
riabilium /,, /,, .... f^ mveniantur funcüones, quarum Determinans datae ea- 
rundem variabilium ftinctioni II aequatur, ex arbitrio exprimantur /j, f^^ ••••/!. 
per fi aliasque it—l qnantitales F^^ F,, .... F«, determinataque F. per 
formulam) 

ipsae Fl, F,, .... F«, vice versa per /;, /^^ .... /; expressae erunt funetio- 
nes quaesitae. 

Ponendo 11 = 1 anlecedentibus innumera obtinenlur systemata fuoctio- 
num quantilatum /;, /;, .... /;/quarum Determinaxis unitati aequatur. Quibus 
Omnibus idem respondet Mulliplicator. Quoües enim 

ÖF,_ dF, 5F. _ 

segnilur e (5.) 

Vice versa, si idem Multipiicator respondet binis systematis n solutionum a se 
independenlium aequationis differentialis partialis (1.)^ /*,, f^^ .... /; atque F^, 

F,, F„, ita ul Sit, 

erunt F,, F,, .... F^ quantitatum /",, /\, .... /;, functiones, quarum Deter- 
minans unitati aequatur. 
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Mnliiplicatoris definilio per aeqaatioiiein differentialem partialem. Conditio ^ at 
Mullipiicator aequari posait ^DiUtL 

§. 5. 
Yidimas §.3. aeqaationis differentialis partialis, 

Hnltiplieatorem quemcnnqae M alii satisfaCere aequationi differenliali partiali, 
„ B.MX , d.MX, 1 öJWX 

Viee versa quaecunque habetur solutio fi aequationh di/ferentialis partiatis, 

'^' dx T Qj,^ — -r ö^.„ — "^ 

erit iUa aequationis (1.) MuUtplicator. 

Ponamus cnim ili:=II.M, abil aequatio (3.) in seqaentem, 

\ ax • ox^ * dxn ' 

Partis dextrae Aggregatum in 11 ductum secnndum (2.) evanescit; unde, cum 
supponamus ipsnm M non eyanescere, sequitnr, 

^ _ y ö/z , y a/z . y ezr 

Erit igitnr 77 aequationis (1.) solutio ideoque secundum Propositionem §. pr. 
traditam, Multiplicatorem in solutionem aequationis (1.) quamcunque ductum re- 
producere Multiplicatorem, erit i7.ilf=:^ Multiplicator, q. d. e. 

Cum quiUbet Multiplicator sit solutio aequationis (3.) et secundum antece- 
dentia quaelibet aequationis (3.) solutio sit Multiplicator, poterit aequatio (3.) ad- 
hiberi ad Multiplicatorem definiendum. Habemus igitur Propositionem sequentem. 

Propositio I. 
,,Designante M solutionem quamcunque aequationis differentialis partialis, 
b.MX , d.MX, j_d.MXn _ ^ 

dx ■»' dx, ••••'*" "a",^ — ^^' 

semper dantur functiones fi^ f^^ •••• fn^ qoae pro fimctione f indefinita 
effidant aequationem, 
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Videri possit parum lucri percipi e nova Multiplicatoris determinatione 
per aequationem differenlialein partialem (3.)« Aeqnationis (3.) enim solutio 
generalis non habetur nisi aeqnationis (1.) data sit solutio generalis sive eins 
innotescant n solutiones particnlares a se invicem independenles. His autem 
cognitis habetur Multiplicator per formniam (2.) §. pr, At observo ad Multiplicato- 
rem emendum tantum nos indigere una aliqna sointione particulari aeqnationis (3.) 
et qnamquam aequationis (3.) solutio generalis a sointione aeqnationis (1.) pendet 
et pro complicatiore habenda est, fieri tarnen polest nt aeqnationis (3.) innotescat 
solutio particularis, dum aequationis (1.) solutiones adhuc omnes ignoramus. 

Inter solutiones aeqnationis differentialis partialis (1.) non referri solet, 
quae sponte se olTert, f= Const. Sed e solutionibus aequationis (3.) quae 
Mnltiplicatorem suggemnt quantitates constantes non exclndnntnr« Fit autem 
Multiplicator Constanti vel si placet unitati aeqiialis, si inter ipsas Xf Xy etc. 
locum habet aequalio, 

Eo casu ipsa expressio proposita, 

pro functione f indefinita aequivalet alicni Determinanti fnnctionali, 

sive adhibendo notationes §.3. usitatas statnere licet, 

A = jif JL^ = ^1, •••• JLf^ «= A„» 
Qnod, si ea tenes quae §. 2. de Determinantibus functionalibus partialibus monui, 
sie quoque proponi potest. 

Propositio IL 

,,Si yi4 1 variabilium x, x^. .... x^ functiones .3r, Xj, .... X„ satis- 
Taciant conditioni, 

dx ' öx^ ' öx^ . . . . -f- Q^^ , 

ipsae n'\-{ quanlitates X^ X,, .... X^ haberi possunt pro certarum n 
funetionum Determinantibus partialibus.'' 

Haec Propositio analoga est nolae elementari, si variabilium x et X 

functionesAT et Y salisfaciant conditioni, -^ j--^— = 0, ipsas F et — X 
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respective haben posse pro eiusdem functionis differentialibus partialibus, varia- 
bilium X e\ y respectu sumtis. 

Si.iiiter quantitates JT, Xx etc. conditio (4.) locam habet, aeqaatio dif- 
ferentialis partialis (3.)) qua Multiplicator definitur, in ipsam (1.) redit. Eo 
igitor casu quaecunque aequationis (1.) solutio eiusdem aequationis Multiplicator 
erit, siquidem iam unitatem vel numeros constantes inter solutiones referimus. 
Unde etiam patet, eo casu aequationum differenlialium vulgariuin, 

äx'.dxi ....:dx^ = XiX^ ....:X„^ 
Mnltiplicatorem fore quantitatem quamcunque, aut per se constantem, aut quae 
per aequaliones integrales completas Conslanti aequetur« 

Coguito syslemalis aequationum differeiitialium Talgtrium Multiplicatore quoounque 

eruuntur Delermioantia functioDum quae per aequaliones integrales comptetas 

▼iloribus variabilium initialibus aoquivalent 

§.6. 
Vidimus §. 3. designantibus fi^ fi^ •*-* fn solutiones a se independentes 
aequationis, 

harum fiinctionum Determinantia partialia A^^ A^^ .... A„ esse inter se ut 
aequationis (1.) CoefGcientes, sive fieri, 

Ünde omnia A^^ A2^ •••• A„ uno determinantur A. Antecedentibus autem 
demonstrayi, designante /i Mnltiplicatorem aequationis (1.) quemcunque sive 
quamcunque solutionem aequationis 

rt d.Xfi , d^X^fA I d.Xn/i ^ 

"^^ '^dJ"^ dx, • — "*" dx. — "' 
jBeri /i=nM^ ideoque 

4. fiX=n.A=n.2:±j^.^, .... |f , 

ubi U certa quaedam est ipsarum /l, f^ •••. fn funclio sive aequationis (1.) 
solutio. Hinc e data quacunque aequationis (3.) solutione ^ cognoscitur va- 
lor Determinantis A^ dummodo determinata erit functio U. Eruitur autem 
fkm^o n, duimnodo Determinantis A inntrieseat valor quem pro x=^0 
mduit Generaliter enim, ut functio f aequationi differentiali partiali (1.) 
aatisfaciens omnino determinata sit, poscitur et sufficit ut aliqua cognosoatur 
foaotto, cui illa aequalis evadat ubi inter yariabiles x, Xi^ .... x^ data aliqua 
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aequatio locum habet, Teluti si ipsius f datar yalor quem pro x^=0 indnit. 
Hinc si ponimus pro x = abire /a^ X, A in variabiliom j?i, x^^ •••• x^ 
fimctiones /i", X*\ A^; funclio 11 eo determinabitur quod esse dd»eat aequa- 
tionis (1.) solutio atqae pro a? ==: aequalis evadet Yariabilimn Xi^ x^j .... x^ 
fanclioni 

A^ • 
Eiusmodi solutio autem ut inveniatur sint f\^ fl^ .... fn yariabilium Xi^ x^^ ••• 
••^ x„ fiinctiones, in quas pro x = abennt /i, ^, ••.. /,,; exprimatur porro 

u^ X^ 
Yariabilium x^^ x^^ .... x^ funclio ^.^ per f\^ /"J, ..-. /;•; in qua ex- 

pressione ponendo ipsarum f\^ f\^ .... f^ loco ipsas /i, /^^ •••• fm^ prodibit 

fonctio quaesila IT. Quippe functio sie inventa erit aequationis (1.) solutio et 

u^ X^ 
pro x=zO abibit in yariabilium J?i, ar^, ...• x„ functionem —jö""- 

Funclionem A^ casu prae ceteris notando a priori assignare licet, yi- 
delicet quoties fi^ f^^ •*•• fn tales sunt aequationis (1.) solutionea quae pro 
2^ = in ipsas variabiles x^^ or,, .... x^ oheunL Tunc enim habetur 

ideoque 

Hinc secundum regfulam traditam functio 11 e fnnctione ^'*X' eruitur substi- 
tuendo yariabilibus x^^ x^^ .^.. x„ funcliones /i, /l, .... /*„, siye quod idem 
est, substituendo in ipsa (iX yariabilibus x^ Xg^ x^^ .... x^ quantitates 0, /;, 
fi^ .... fn- Id quod sequentem suppeditat Propositionem. 

Propositio L 
„Sint /i, f^^ .... fn solutiones aequationis 

quae pro or = in ipsas yariabiles x^ or,, .... x^ abeunt; sit /i quan- 
titas quaecunque salisfaciens aequationi 

dx • ÖJTi *•••! gj.^ 9 

atque sit IT ipsarum fi^ fi^ •••• fn fnoctio quae e producto i^iX proyenit 
substituendo yariabilibus or, x^^ x^^^ ....x^ quantitates 0, fi^ fi^ ••••fm- erit 
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äve generalius, designante f fanctionem indefinitam, erit 

Observo hac occasione generaliter, datis aequalionis (1.) solutionibus /l, 
^9 .... /*„, quae pro ar = ipsas ar^, a?,, .... ar„ abeant, quam vis aliam 
eiHsdem aequationis solutionem 77 per ipsas /^ ^ /^ ? • • ^ • /^ absque omni elimi- 
nationi» negotio exbiberi. Scilicet snfficit in functione 77 variabilibus x^ x^ , 
x,^ .... x^ substitnere quantitates 0, /i, Z?, .. .. A- 

Casu speciali, quem sub finem §. pr. consideravi^ posita insnper JC = I ^ 
e Propositione praecedente emergit haec: 

Propositio II. 
., Sint fi^ fi^ fn tales soluliones aequationis, 

|/+A,^+j:,-5^....+i^ = o, 

quae pro a7==() respective in x^^ X2^ .... x^ abeant, sitque identice, 

erit, 

atque reliqua functionum /*!, /}, .... /i, Determinantia parlialia il^, .^29 •••• ^n 
in ipsas redeunt quantitates X^^ X^^ .... X„y 
Convenit Propositiones antecedentibus inventas ad systemata aequatio- 
rnun differentialium vulgarium referre. Proponatur enim systema aequationum 
differentialium vulgarium, 

dx : dxx : dx^ . . . . : dx^ = X: X^iX^ ... .: X^^ 
eiusque integratione completa facta, pro Constantibus Arbitrarüs adhibeantur 
valores qnos x^^ or,, .... x^ pro jr = () induunt; resolutione deinde aequa- 
tionum integralium erui poterunt variabilium x^ x^^ .... x^ fiinctiones illis 
Constantibus Arbitrariis aequales, quae ipsae erunt functiones /l, f^^ .... /;, 
in Propp. I« et II. consideratae. Generaliter Integralia completa sint, 

/i = «i 9 fi = ^i'f .... /*« = a„ , 
designanlibus cti, o^ etc. Constantes Arbitrarias quascunque, a quibus ipsae 
/*M fi etc. vacuae supponuntur. Quorum Integralium ope expressis ^1, äTj, . ... a?^ 
per X et Constantes Arbitrarias «i , cc, ,....«„ , fit secundum formulas de 
Determinantibus functionalibus traditas, 

A yj-_^A_ ^/a ^A /y4.i:£i ^^1 3jr„l-* 

29» 
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Unde formula (4.) docet, cögnito aequationum differentialium vulgarium 
propositaram Mulliplicatore aliquo ^, sive aequationis (3i) solutione, fieri 

üttj €7«^ oa„ IIA. 

designante C fiinctionem Constantium Arbitrariarum. Quolies sunt <X| , «2, .... a« 
valores initiales variabilium x^^ x^^ .... x^^ ipsi x=zO respondentea, De- 
terminans fimotionale, in laeva parte aequationis anlecedentis coQocatum, po- 
nendo xj={) in unitutem abit. Quo igitur casu Constans C ex ipsa fiX 
eruilur ponendo variabilium x,Xi^ x^^ . ... x^ loco valores 0, a^, o,, .... a„. 
Casu speciali quo Multiplicator unitatem aequat, e Propositione II. emitur se- 
quens prae ceteris simplex Propositio. 

Propositio III. 
,,Proponantur aequationes differentiales vulgares simultaneae, 

in quibus sint JTi, X^^ X„ lales variabilium x, a?,, a?,, .... x„^ 

functiones quae satisfaciant aequalioni, 

dX, I dX^ ^ 4..^'L=_o- 

integratione completa expressis j^a , x^^ ... . x^ per d? eammqae valores 
initiales «i, a,, .... a„^ erit non tantum pro :r = 0, sed pro valore. 
ipsius X indefinite, 

Quae licet a proposito meo aliena utile videbatur obiter adnotare. 

Quo rectius inteDigantur quae supra monui de definienda solutione f 
aequationis diiTerentialis parlialis (1.}, sequenlia adiicio. Sit (p fünclio in quam 
abire debet /'pro aequatione aliqua inter variabiles x^ X|, .... x^ data. Si 
(p et ipsa aequationis (1.) solutiö est, erit f=q> functio quaesita, quaecnnque 
Sit illa aequatio. Si (p non est aequationis (1.) solutio, fieri non debet ut 
aequaiio illa ad aliam inter quanlitates /l, /j, .... f„ revocari possit, sive ut 
ex aequatione illa peti possit solutio aequationis differentiatis partialis, 

Nisi forte eiusmodi solutio sit singularis seu non redeat in aequationem inter 
quantitates /i, /a^ * * * * fm^ quo casu nihil impedit quo minus functio f definiatur 
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ope yaloris quem pro data illa aequatione induit. Infra autem videbimos pro 
aeqnationis differenlialis partialis antecedentis solulione singulari fieri^ 

ubi ipsae Xf Xi etc. cum a factoribus communibns tum a denominatoribus por- 
gatae supponuntur. Ita non definiri potent f ope yaloris quem pro x = induit, 

ubi pro a? = () habetur X=0 nee simul -^^ = 00. Quod obiter observo. 

Multiplicatoria definitio per aequaliouem differeutialem vulgarem. 

§.7. 

Multiplicatorem, quem antecedenlibus per aequalionem dÜFerentialem par- 
tialem definivi, etiam per formulam differeutialem vulgarem definire licet Quae 
nova forma aequationis praeceteris indagando Multiplicatori apla est 

Primum aequationem differeutialem partialem, qua Hultiplicator fi defi- 
mtnr, sie exhibeo, 

vel dividendo per /i, 

Per aequationes autem differentiales vulgares quarum /i est Multiplicator, 

3, dx\dx^idx2....:dx^ == X:Xi:-Xi....;X«, 
aequationem praecedentem brevius sie repraesentare licet, 

4. — j: ^'^g^ I ^^ I ^-^1 I dXn ^ 

dx ' öjr * dx^ **** ' dxn 

Hine poterit aequationum differentialium vulgarium (3.) Multipücator ^ definiri 

ut /fmetio quae solarufn aequationum differentialium propositarum (3.) 

ope, mUla in fiuxilium vocata aequatione integrali, aequationi (4.) satis^ 

fadat. Quippe quod fieri non potest nisi /i identice satisfaciat aequationi (!9.) 

qua Miltiplicator definiebatur. 

Sequitur ex antecedentibus, ad investigandum Multiplicatorem circum- 

spicimdiun esse, an aequationum differentialium (3,} ope contingat, expressioni 

i'dX^idXj^ 1 dX„ ) dx 

\dx "* ÖX| ••••T Qj;^ f X 

formam condliare alieuius differentialis completi dV. Quippe hoc patrato fit 
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e (4.) Hultiplicator, 

5. fi = e ^^?^'*"3^. •• --^S^; X _ ^-r 

Hanc indagandi Multiplicaioris methodum in aliis Commentationibus per varia 
exempla iUustrabo, in quibus integralionem quae Multiplicatorem suggerit vide- 
bimus praestari posse, aequalionum differentialium vulgarium propositamm nullo 
Integral! cognito. Esse tarnen poterit formulae (4.) nsns etiam si aequationes 
differentiales complete integratae sunt. Tum enim formula (4.) docet, for- 
mationi Determinantis functionalis, quam determinatio Multiplicaioris requirebat, 
substitui posse Quadraturam^ minus interdum moleslam. Elenim ope integratio- 

nis completae quantilas ipsi — j^ aequalis per solam x et Conslantes Arbi- 

trarias exhiberi polest, unde ipsum log^ per Quadraturam obtines, 
ß w., fdx (dX ,dX, A dX,\ 

Post integrationem factam substituendo Constantibus Arbilrariis variabilium x, 
^n ^2 9 **** ^n functiones aequivalentes^ prodibit ipsius log^ expressio, aequa- 
tioni differentiali partiali (2.) satisfaciens. 

Post aequationum (3.) integrationem completam expressia x^^ x^^ ••••x„ 
per X et Constantes Arbitrarias ai, a^, ••.. a^ fit secundum §. pr. 

lOff-T + -3-^ . ^— ^ • . . . -V = lOff Tr , 

® — ^«1 öa, dam ^ pkX ^ 

designante C Constantium Arbitrariarum functionem. Unde, omissa quod licet 
.Constahte, e formula (6,) eruitur 

Quae formula immutata manere debet, omnibus X, X^^ .... X^ per factorem 
quemcunque communem multiplicatis. Quod ut paleat observo, per aequationes 
differenliaies vulgares propositas aequationem (4.) aucla symmetria sie pro- 
poni posse: 

9. = JlogA. + %^ dx + ^-'11^ rf.r. .,. + Ü^ äs., 
Unde e formula (7.) eruitur: 

1 xr» • dx, dx^ 8Xn 1 C 
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Si in hac formuta irimul omnes X, X^ etc. in factorem communem v dneantur^ 
aogetnr integrale quantitate, 

/(^F--+^f '"-••+T?r--.) -/"^y-^y 

Eadem autem quantitate minnitur log-^? ^^^^ ^^^ expressio immutata manet, 
q. d. e. 

Si in formula (8.) ponimus X:= l^ prodit Propositio sequens. 

Propoditio. 
,, Facta integratione completa aequaiionum differentialium vulgarium, 
rfjr, Y dx^ Y dxn y 

exhibeantur x^^x^^ .... x^ per x et Constantes Arbitrarias, ct|^ a,, .... a^, 
erit, 

quantitate sub signo et ipsa per x et Constantes Arbitrarias expressa.'' 

Si in Propositione antecedente ipsae a,, a^^ ..•• cCn designant varia- 
biliom vatores initiales, valori x = respondentes, integrationem inde a valore 
xs=^i) fieri oportet. Ope huius Proposilionis vel formulae generalioris (8.) 
fieri potest nt Quadratnra alias satis abscondita eraatnr; sicnti vice versa si 
(^dratnra in promtu est, valor inde eroilnr Determinantis fanctionalis. 

Propositio antecedens prininm a cl. Liouvilte Iradita est in Commen- 
tatione y,9ur la Variation des constantes arbitraireSf' ipsins Dlario Mathe-^ 
matico (Vol. III. pg. 342) inserta. Eadem seqoitur e formnla iam supra citata 
D.F. §.9. (1.), loco ff f etc. scribendo oti, x^^ .... x^ atque x loco a, 
loeo Xy^ x^ etc. antem ai, a,, ...• a„. Scilicet est ea conseqnentia lemmatis 
qnod circa Variationen! logarithmi Detenninantis loco cilato dedi. Habeantnr 
enim n systemata aeqnationnm linearinm inter n incognitas fii, t/^, •••• ti„, 
quae systemata üsdem gaudeant Cofifficientibiis incognitaruift et tantnm terminis 
prorsus constantibas inter se discrepent, unde etiam omnibus idem erit Deter- 
minans. Denotentnr in Ata aeqnationnm linearinm systemate termini constantes, 
in altera parte aequationum positi, respective per variationes Coefficientium qni- 
bns in singulis aequationibus incognila ti^ afficitur, atque e primo systemate 
aeqnationnm petatur valor ipsius ci|, e secundo valor ipsius ti,, et ita porro: 
omniom horum valomm summa aequivalebit variationi logarithmi Determinantis. 
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signis: sit (ti|) yalor ipsios t/« petitus e systemate aequationum. 



10. 



[«l-'ii,+««;'«,....4-«r>«,=(jflr, 



erit 



11. (ti.\+(t^),....+ (t/n), = d\osS±a\0^....d:K 
Faciamus iam, in aequationibus differentialibus 

subslitui variabilium x^^ x^^ .... x^ yalores per x et Conslantes Arbitrarias 
tti, 0(2 9 •••• ^n exhibilas, qua substitutiono prodire debent aequationes identicae 
Quas si ipsarum ai respectu differentlamus, obtinemus nn hniusmodi aequationes, 

Ipsi t tribuendo valores 1, 2, ••.. n, ex aequalione antecedente prodeunt n 
aequationes lineares, in quibus habentur pro incognitis quantitates '^-7- ^^f 
Kr-^ dx etc. Prodeunt n eiusmodi systemata aequationum lineanun tribuendo 

ipsi quoque Ar yalores 1, 2, •... n; in omnibusque illis aequationum linearium 
systematis incognitae iisdem gaudebunt CoefBcienlibus. Ilinc si in aequationi- 
bus (10.) ponimus 

^(0 dxk 

«4 = 



atque yariaüonibus subslituimus differentialia, aequationes (10.) abeunt in aequa- 
tiones (12.), unde eruitur 

Unde e (11.) sequitur 



qua formula integrata Propositio supra tradita obtinetur. 



SXn 
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Aequationis JT— ATj -^ JC^ -5^ . . . . — JT» -k-^ 

pars laeva Hultiplieatore aao efficitar Detenninaos functionale completum. Pro 

aoiulione siogiilari Hultiplicator fit infioitus. Bf ultiplicatorem nihilo aut inflnito 

aequando obtinetur aeqaatio integralia. 

§. 8. 
Qaemadmodam, proposito una plurium variabilium fimctione, desting^i- 
mus inter differentialia ekis partialia, in quibus variabiles omnes pro indepen- 
dentibus habentiir^ et differentiale completum, in quo omnes ab earum una tu-* 
definit^^enienl^ ita, propositis n fünctionibus n-f m variabilium, praeter earum 
Determinantia partialia, de quibus supra dixi, in quibus variabiles omnes pro 
independentibus habentur, in considerationem venire potest Determinana com'- 
pletum, quod formalur habende numerum m variabilium pro reliquarum n fünctio- 
nibus indefinilis. Designantibus ^ et B ipsarum x el y functiones, aequa- 
tionem differentialem, 

docmt EuleruSf semper in talem duci posse Multiplicatorem, ut altera aequa- 
tionis pars evadat differentiale completum sive differentiale certae fiinctionis 
variabiBum ir et y, in qua y pro functione^ipshiB x habetur indefinUa. Si- 
militer aegtiatio differentialia partialiSf 

A Y Y ^^ Y ^*^ Y ^'^ i\ 

tu pia X, X,, X^ designant variabilium x, x^, .... x„ functiones, 

semper in talem duci potest MuUipUcatorem ut altera aequatiome pars 
evadat Determinans functionale completum sive Detertninans certarum n 
funciionum variabilium x, Xi^ x^^ .... x^^ in quibus habetur x pro va^ 
riabilium x^^ x^^ .... x^ fknctione indefinita. Funclio in aequationem (1.) 
ducenda ipse est aequationis (1.) MuUiplicator supra appellatus et anteceden- 
tibus fusius explicatus. Unde nova nosiri et Euleriam Multiplicatoris simili- 
tudo emergit novaque inter Determinantia functionalia et differentialia analogia. 

Demonstratio Propositionis antecedentis sie patet. Designantibus rursus 
fii fi'i *'** fn solutiones a se independenles aequationis, 

supra vidimus, semper dari Multiplicatorem i(f^ in quem ductae ipsae X^ X^^ ... 
... JTn evadant functionum/,, /,, .... fn Determinantia partialia, ita ut po- 
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nendo pro fonctione f indefinita, 

identice sit, 
Hinc eniitur 

^ j dx - 3x ^ dx 

At in Commentatione de Det. F. §. 17. (6.) demonstravi, siqaidem in fnnctio- 
nibus fi^ /2, .... fn habeatur x pro variabiliom Xi^ x^^ .... x^ fonctione in- 
definite, fieri, 
3 je:+(9A\(^A\ (öfn\^j^ j dx ^ ax 4 ax ^ 

Qua in formula nncis innoi haberi x pro reliquarum yariabüium x^^ x^^ •••• ^n 
fonctione. Scilicet in Determinante Fonctionali (3.) sobstituendo ipsorom \^^) 

expressiones 

/ dfi \ ^ dfi I dfi dx 
\dxk^ dxk ' dx ' dxk ' 

motuo destroontor termini omnes, in qoibos inter se molliplicata inveniontor 

dÜFerentialia partialia -0—9 -^ — etc., ita ot horom differentialiom non nisi 

ipsa expressio linearis remaneat, quae dextram partem aeqoationis (3.) con- 
stitoit. £ (2.) et (3.) s^qoitor formula, 

t ÖJTi ' ojr, * dXn ■ 

Unde docta aeqoatione (1.) in Multiplicatorem eins M, altera eiois pars identice 
aeqoator Determinanti fonctionum /l^ /'29 •*•• /n? in quibos :r pro variabiliom 
x^^ x^^ .... x„ fonctione habetur indefinite. Q. d. e. 

Formula (4.) methodum suppeditat, ut Lagrangii appellatione otar, 
syntheticam ad eroendam aequationid (1.) solotionem generalem. Nam secnn- 
dorn (4.) aeqoatio (1.) identice convenit com seqoente, 

Qooties aotem fi^fi^ . . « fn dont variabiliom oti, 0^2, . . . . x^ fimctiones 
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earamqae Delerminans identice evanescii, semper et sine ulla exceptione inier 
functiones fi^ fi^ * -•* fn aliqua locum habere debet aequatio , et vice versa, 
si qua inter functiones fi^ fi^ > >•• fn locum habet aequatio, earum Determi- 
nana evanescit (D. F. §.7.). Hinc docel formula (5.), ut ipsius x expressio 
per 0?!, 0^2 9 •••• x^ Sit aequationis (1.) solutio, sufScere et posci, post eins 
sobstitutionem ipsas /19 ^^ •••• /» abire in tales variabilium x^^ x^^ .... x^ 
functiones, inter quas una quaecunque locum habeat aequatio. Unde vice versa 
dabitur solutio generalis petendo funclionis quaesitae valorem ex aequatione 
arbitraria inter /t? /^^ • • • • /» posita, 

^(fnfi. ..../-) = 0; 
sive qnod idem est, obtinetur aequationis (1.) solutio nihilo aequando solutio- 
nem qnamcunque aequationis, 

Haec egregia methodus aequationem differentialem partialem (1.) ad (6.) re- 
Tocandi cum ea convenit quam olim ill. La^range tradidit (Hist. Ac. Ber. ad 
a. 1779 pag. 154), ubi primum hanc quaestionem aggressus est. Quae pro- 
lixior quidem videri possit methodus quam aliae quibus ipse Lagrange aliique 
postea usi sunt; qua de re ipse auctor eam ad exemplum tantum trium varia- 
bilium applicuit Sane supponendo aequationem iuter Xy x^^ .... x„ quaesi* 
tarn certe unam involvere Constantem Arbitrariam a, eanique aequationem 
ipsius a respectu resolutam fieri /*=a, aequatio proposita (1.) extemplo ad 
(6.) reducilur. Sed eadem ratione omnes quoque inveniri solutiones a Con- 
stantibus Arbitrariis prorsus vacuas, non ita bene per alias methodos constat 
atque iUam LagrangianaiA. Scilicet aequatio identica (4.) docet, nuUam dari 
exceptionem solutionis traditae, nisi forte exstet solutio pro qua MuUiplicalor M 
evadat infinitus. Quodsi igilur more consueto solutionem eiusmodi excepüonalem 
seu quae generali se subducit appellamus singularem, methodus hie tradita 
rigorose demonstrat, ^i 4/ua extet aequationis (1.) solutio singutaris, semper 
eam reddere Multipticaiorem aequationis infinitum. Quod novam nostri 
Hultiplicatoris simililudinem cum Euleriano manifestat. 

Loco aequationis differenUalis partialis (1.) consideremus systema aequa- 
tionum diiTerentialium vulgarium cum ea connexum, atque systema aequationum 
integralium singulare appellemus quod e completo provenit tribuendo nni pluri- 
busve Constantibus Arbitrariis valores particulares seu unam pluresve relationes 
inter Constantes Arbitrarias statue^do : quo facto ex antecedentibus haec eruitur 

30» 
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Propositio L 
,fProponarUur aequationes diffirentiales 

dxxdx^ ....:dx^ = XiXi...r.X^^ 
earumque extet systema aequationum inteyralium singulare , n— 1 
Constantes Arbilrarias inoolvens: eliminatis Conetanübns Arbiirarüs 
e n aequaüonibus integraübus^ prodit aequatio quae WuUipUcaiorem 
sjfstemaüs aequationum differentialium proposUarum reddil infinitum.^ 
Ut Propositio haec demonstretor, primum generaliter ponamas aequatio- 
nes integrales datas n— 1 Conslantibus Arbitrariis af&ci. Quarum aeqoationnm 
nbi n— 1 resolvuntur Conslantium Arbitrarium respectu, qnod semper fieri posse 
snppono, baramqne valores provenientes in nta aequatione integrali sobstituuntor, 
obtinebitnr aeqaatio a Constantibus Arbitrariis vacna. £ qua petatur nnios va- 
riabilium veluti x valor per reliquas variabiles x^ , x^ etc. expressus, atqne in 
differentiali eins, 

rfx= ^dx,+ ^dx,.... + ^dx,, 

snbstituantur aequationes diflTerentiales propositae^ 

7« dx:dxg....:dXn = X:Xg....:Xn'^ 
eruitur 

sive ille ipsius x valor suppeditabit aequationis differentialis partialis (1.) so-» 
lutionera. Scilicet non fit ut aequatio antecedens ex aliis n— 1 aequationibns 
integralibus datis fluat, qnippe e quibus supponitur non deduci posse alteram 
aequalionem a Constantibus Arbitrariis liberam. Eritque solutio illa aut parti-> 
cularis aut sing^ularis, prout aequatio a Constantibus Arbitrariis libera, cnius ope 
ipsa X per reliquas variabiles exprimebatur, in aequationem inter quantitates 
/i9 /2 9 •••• fn redit aut non redit, lam demonstrabo, etiam systema aequatio- 
num integralium propositum Usdem casibus aut particulare aut singulare fore. 
Substituamus enim eum ipsius x valorem in n — 1 aequationibus integralibns, 
quarum ope Constantes Arbitrariae eliminabantur, simulque in functionibus X^^ 
Xi^ .... X„ aequationibus Ulis, ut n — 1 Constantes Arbitrarias involventibns, 
complete integrantur aequationes differentiales 

8. dx^ : dx^ ... .: dx„ = -li : Xj . . . . : X„. 
Unde 'quibuscunque aequationibus integralibus, n— 1 Constantes Arbitrarias in- 
volventibus, semper haec forma conciliari potest, ut earum una exbibeatur nna 
variabilium x per reliquas variabiles x^^ a72#etc., reliquae il — 1 aeqüationeis 
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antem sint Integralia completa aequationum differentialium (8.)) in quibus ille 
ipsios X valor in functionibus Xi^ X^^ ••••2« sabstitutus est. Ponamus aequa- 
tionem fflam a Constantibus Arbitrariis vacuam, e qua valor ipsius x petitns 
eat, redire in aequationeni aliquam jP= 0, designante /^^ quantitatum /i, ^, ...f^ 
fimetionem. Designantibns F,Fij.... F^^i earundem ft^ fi^ ••»* fn fnnotiones 
a ae invicem independentes, dabitnr aequationum differentialium propositarum 
(7.) integratio completa per formulas 

9. jp* = «, |/^, = a,, •... F^^i = a„_i, 
deaignantibus a, a^ etc. Constantes Arbitrarias. Ex aequatione F=a peUto 
ipsius X valore eoque in functionibus jPi, JP29 •••• i^n-i? ^19 ^39 •••• X^ 
Substitute, evadunt 

Fl = «1, Fj = Oj, . . . . F^i = a^i 
Integralia completa aequationum differentialium, 

dxiidxi ....:dx„ == Xi:X2 ....:X„^ 
quae cum aequationibus differentialibus (8.) siipra consideratis conveniunt po- 
nendo a = 0. Unde ponendo a = in aequationum differentialium proposi- 
tarum Integralibus eompletis (9.), prodit systema aequationum integralium pro- 
positarum. Quippe quae redibant in aequationem qua ipsa x exprimilur per 
reliquas variabfles et quae cum aequatione F=z ü conveniebat, atque in aequa- 
tionum differentialium (8.) Integralia completa, quae ex aequationibus Fj = ctj , 
11^2 s=: 1x2, .... F„.i = «,., ohtinentur, eliminata x ope aequationis jP=(). 
Unde aequationibus differentialibus (7.) integratis syslemale aequationum, n — \ 
Constantes Arbitrarias involventium, quoties aequatio eliminatione Constantium 
Arbitrariarum proveniens redit in aequationem inter ipsas /*,, ^, .... /n, iUud 
aequationum integralium systema erit particulare, utpote e completo proveniens 
tribuendo Constanti Arbitrariae valorem particularem. Hinc vice versa, si iQud 
aequationum integralium systema non est particulare, aequatio eliminatione n — 1 
Constantium Arbitrariarum proveniens non redit in aequationem inter quantitates 
^1, ^, ...• /^„, ideoque solutio quam suppedilat aequationis differentialis partialis 
(1.) erit singularis. Cuiusmodl solutione, cum secundum antecedeniibus pro- 
bata efficiatur üf = 00, demonstratum est quod proposilum erat, quoties systema 
aequationum differentiatium vulgarium integretur systemale aequationum 
ringulari, nwnerum Constantium Arbitrariarum tnvohente unitate minorem 
guäm cofi^letum involvit, Constantium Arbitrariarum eliminatione provenire 
aequationem, qua Multiplicalor sjfstetnatis aequationum differetitialium abeat 
in hifimtusn. Et in hac propositione supponitur, quantitates X, X^ etc. ita a 
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denominatoribus pargatas esse, ut earam nuila pro illa aequatione integrali seO 
soltttione singulari infinita evadat. 

Proposilio&is antecedenUs alia haec es( demonstratio. Integratione com- 
pleta exprimantur x^^ x^^.... o?» per ar et Constantes Arbitrarias ßi^ ß^^.. • /$«# 
Ponamus aequationibus differentialibus satisfieri posse statuendo /S| , ß^^ •••• ßm 
esse ipsius x fonctiones; sequitnr e formiila, 

haec 

At eliminando quantitates ßi^ ß^^ .... ß^ sequitnr ex aequationibus integra- 
libus positis, 

X — dH^ 
quippe quod prodire debebat ponendo ßi^ ß^^ .... ßn esse Constantes; Ulis 
autem eliminatis quantitatibus perinde est sive constantes sive variabiles fue-^ 
rint. Substituendo aequalionem antecedentem eruitnr pro singuHs ipsins i va- 
loribus, 

Ut salisfiat n aequationibus quae ponendo i = i , 2, .... n ex antecedente 
fluunt, neque simul sit dß^ = dß^ . . . • = dß^ == sive /:?i, ß-^^ .... /?« Con- 
stantes sint, evadere debet 

Qttolies poscitur ut functiones /3|, ß^^ .... ßn involvant n—t Constantes Ar- 
bitrarias, non fieri potest ut aequatio (11.) in relationem inter solas variabiles 
ß^^ ß^^ ß^ redeat, sed fieri debet ut e (11.) peti possit ipsius x valor 

por ßx^ ßt'i «• •* ßn expressus; quo substituto in quantitatibus tj-^i habebuntur 

e (10.) n—\ aequationes differentiales primi ordinis inter quantitates ßi^ 
ßi^ .... ßn^ quibus complete integratis prodibunt n — 1 aequationes inter quaa^ 
titates /9j, /?2 9 • • *• /^n? n—i Constantibus Arbitrariis affectae. Qoibns n-^l 
aequationi])Us iuncta aequatione qua x per /^i, ß^^ .... ß^ exprimebatur, ipsa^ 
nunque /?n ß2 etc. loco subslitutis variabilium x, Xi^ ...^ x^ functionibus, 
quibus per integrationem completani aequivalent, obtinetur systema aequationum 
integralium singuiarium, n^l Constantibus Arbitrariis affiectum. Fit autem se- 
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cundmii §• 6., 

designante C quantitatum ßi^ ß^^ .... /?« fiinctionem atque fi aequationum dif- 
ferentialiiim propositarum Multiplicatorem. Unde, cum aapponatar aequationem 
(10.) non redire in relalionem inter quanlitates ßi^ ß2^ .... ßn^ porro ipsam 
X non infinitam evadere, sequitur e (10.) /ir=:oo, q. d. e. 

Secondnm ea quae §. 7« tradidi, Multiplicator M systematis aeqnationum 
differentialimn post earom integrationem complelam factam sie erni potest. Sint 
nnraiis liitegralia eompleta, 

^ fi= tti, ^2 = o,, .... /*„ Ä a„, 
eorum ope exprimator 

per X, «1, o,, .... iz^. Qna eocpreasione integrata ipsius x. respectu, prodeat 
secondom $• 7. erit Hnltiplicator 

^('* fl> ft» •••• fn)^ 

Haec qnantitas ut infinita evadat per solutionem sen aeqaalionem integralem 
ringolareni) hoc est per solutionem seu aequationem integralem quae non re- 
deat in aequationem inter solas quantitates /*n ^^ • *• • jTn Cf^o^ semper fieri 
vidimus quoties omnino eiusmodi aequatio singularis extat) ex ea aequatione 
talis provenire ddiet valor ipsius x per quantitates fi^ fi^ •-.- fn expressus, 
quae qnantitatem 9ix, fiy f^^ .... fn) reddat infinitam. A fortiori igitur pro 
ea ipsius x Talore infinita evadere debet quantitas 

dx ~ TyjF'^ dx, ••'•'» "ö^J^ 

com gmeraliter quoHes pro certo ipnu9 x valore infinita evadat functio 
äRqua fp{x), pro eadem etiatn infinita evatUt functio -J^ vel adeo ~J^*)- 
Supponimus «utem, aequatione singulari non in infinitum abire quantitatem X, 
unde haec emergit 

Propositio IL 
„QuoitMexlat solutio sinffularis aequationis diffbrentiaiis partiaUs, 



"STT'^ ' dI7 '•••"r^«"a^ 



*) DemonstnitioMlB liuias propoaitionis quivis sibi supplere polest. 
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pro eadem fit 

ö X j dX^ , dXn ^, 

Difficilius videtur solidis argumentis evincere propositionem inversam, 
videlicet quolies aequatio 

SX j dX^ I O Xn ^^ 

dx ' ÖJT, •'•• I öx« 

suppeditet aequalionis differentialis partialis (1.) solutionem, eam fore singalarem. 
Neque video solidam dari demonslralionem in casu elementari aequationis dif- 
ferentialis primi ordinis inter duas variabiles, cum in demonstrationibns passim 
traditis minns recte supponalur, functionem quae pro a = ü evanescat semper 
evolvi posse secundum ipsins a dignitates positivas. 

Sub finem demonstretur de Mulüplicatore nostro haec gravissima 

Propositio III. 
^^Quoties aequatio M = out M= oo est aeqfiatio legitima, semper 
ea suppeditat solutionem aequationis differentialis partialis, seu aequa^ 
tionetn iniegratem systetnatis aequationum differentialium vulgarium, 
cuius M est Maltipticator.'' 

Sit M aut jfj- aequale functioni u, ita nt aequatio ti=oo alterutram 

significet aequationum M = aut jg- = (). Eam aequalionem legilimam dico 
ai eins ope quaeque variabilium quas continet determinatur ut funclio rdiqua- 
rum, eiusque differentialia quoque prorsus definiantur dilTerentialibus reliqnanun 
variabilium. Statim patet non esse legitimam aequationem ti=: oo, si est tr= 1 ; 

sed eo dicendi modo etiam non erit legitima huiusmodi aequatio --£— = u, 

quippe qua non definitur, ut ipsius x functio, sed enunciatur tantum ^-f X ^^^^ 
functionem quamcunque per Constantem infinite magnam multiplicatam; neque 
definitur ipsius y incrementum quod capit, ubi x in X'\'dx abit, cum aequatio 
x-^-y^oo salva maneat si x et y incrementa quaecunque a se independentia 
capiunt. Addo, si ex aequatione ii == cx> fluat variabilis x valor per x^^x^^.... x„ 

expressus, fractiones >,— : >— per aequalionem ti = oo infinitas evadere non 

O Xi O X 

posse, cum negative sumtae aequentur dilTerentialibus partialibus functionis va- 
riabilium Xi^ X2^ .... x„^ cui X aequalis invenitur. His praeparatis propositio 
tradita sie patet. Secundum aequationem differentialem partialem qua JU defi- 
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nitor, sequitur ex aequatione ti = oo 



9 



40 Y TT ^^ y c J^ y dx 



ÖJTl ÖJTj *'** " dXn 

— - d\oßH \dx'^ dx^ •••• ' ö];r/' 

lam si rapponitur, uti supra, aequatione ti = oo nullam quantitatem Z^ X^^.... X^ 
infinitam reddi, qoaelibet quantitatum ad dextram, g— ^ * ~7^~^ P^^ ti=oo 

dX' 

evanesdt, etsi -g— 7 pro ut=oo infinihim fiat. Quod suffidt probare de quan- 

titate -3 — ^: ^^^\ cum fractio ^-^ : 5-^ valorem linitum habeat Generale 
axi dxi ' cjr» öj: 

autem habetur lemma cuius demonstrationi dif&cultatibus non obnoxiae hie bre- 
vitatis causa supersedeo, si binae funcliones pro certo variabilis valore 
altera infinita fiat, altera finita fnaneat, prioris difflerentiaU pro eodem 
variabilis valore infinite tnaius fort quam posterioris differentiale. Pe- 
tendo autem ex aequatione 11 = 00 valorem ipsius x^^ pro eo ipsius Xi valore 
secundum suppositionem factam X^ finita manet dum logti infinitus evadit, unde 

fractiones §^,^M!L ideoque etiam IracUoiiei 4^:ÄÜ pro 11 = 00 

oxi dXi ^ oxi dx '^ 

evanescunt. Unde evanescente aequationis (12.) parle dextra, aequatio ti =:;: 00 
suppeditat aequationis differentialis partialis (1.) solutionem, ideoque etiam aequa- 
tionem integralem syatematis aequationum differentialium vulgarium (7.) 

Notione aequationis legitimae supra propositae solvitur paradoxen quod 
in theöria integrationum singularium obvenit. Constat enim rarissime aequa- 
tiones differentiides gaudere integralionibus singularibus. At methodus Lagran^ 
ffiana quandam prae se fert generalitatis speciem, quae in errorem inducere 
possit, ac si de quavis integratione completa deducere liceat singularem. Sci- 
Ucet iU. Lagrange, de aequationibus ys=/*(a?, a), -^ = 0, ipsum a elimi- 
nare iubet; at in rarissimis casibus quando y=f(x, a) est aequatio integraUs 
completa, Constante Arbitraria a affecta, fit ^= aequatio legitima, qua 
sola hie uti licet Idem ad methodum valet, qua supra de systemate aequa- 
tionum integralium completarum deduxi aequationum integralium singularium 
systema, quod numerum Constantium Arbitrariarum unitate minorem implicat. 
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Caput secundnm. 

De U8U novi Multiplicatoris in aeqnalionibus differentialibus 
integrandis. Principium Ultimi lHultiplicatoris. 

De Ifaltiplicatore aequalionum differenlialium traosforroataniiii e proposiiarum 

derivaiido. 

§. 9, 
In aequationibus differentialibus propoaitis, 

1. dxidxi :äx^=:X:Xi :JC, 

loco variabilinm x, x^^ .... x^ aliae introducantur w, w^^ .... w^^ quae 
snppODuntür datae variabilium x^ x^^ .... x„ functionea a so independentes, 
unde eiiam x, x^^ .... x„ enint quantitatum w, w^^ .... w^ fancliones in- 
dependentes. Cum fiat, 

^•^' = "ö:r ^^ + 977 ^^' • • • H a^ ^^'•' 

sequi tur ex aequationibus (1.): 

2. dw:dw,....:dw„^ W :W,. . ...W,, 

ponendo, 

ubi J factor adhuc indeterminatns ait. Porro fil, 

df _ / öjTx ^w , / df \ 8m?, , / a/'\ a^w^ 
öxi ~ \du>) dxi ^\dwj dxi •• • "VSu?./ axi ' 

siqnidem uncis, quibos includimus differentialia parlialia, innuiinns functiones 

differentiandas per novas variabiles w^ ir^, .... w^ exhibitas esse. Antece- 

dente fermula subsütata et advocala (3.) sequitur pro i/uaeuntiue fhmctione f: 

= «-(!£)+ w.(^)-+»^.(^)- 

Aequationnm (1.) Multiplicator M definiebatur aequatione, 

5. Äjx|£+x,^i....+x.^} = ;r±|i.|t....|6. 

Similiter datur aeqnationum (2.) Multiplicator A^ per formulam, 

6. j,\w(^)^^yv.{^)....^w.{-IL)\ 
= ^±(l^)(l^)-(^)- 
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At secnndom propositionem notam QDe Determ, Funet. §.11. Prop. 11. 
$. 9. (3.)) fit, 

"" VöiT/ VStc;, / • •• • \dwnf "" öjr ' So;, *** * 3a;« ' 
Unde e (40) (5.) obtinetur pro quacanque fancUone f: 

«• fi'»'(l^)+"'.(l«;)--+"'.(l.9l 

=^±l:-l^-fe-^±(M)(l^)--{|fe)- 

Quam formulam comparando cum (6.) sequitur, posito in formula (3.) 9 

9-^ ^-^-^ — 3 -^±(l^)(l^)--(l^). 

« , öw ditt dir* -"Nöir/XöWi/ Vdu?«/' 

/fort N=^M 9we aeqvafionum differentialhnn propo^itarum (1.) atque 
tratMfbrmatarum (2.) eundem fore MulfipÜaUorem. 

Senrando factori J valorem (9.) 9 enm sit idem M aequationum (1.) 
et (2) Multiplicator, fit e proprietate Multiplicatoris fandamentali, 

10. 0= j:«^ + jr.|^....+x|^ 

At ponendo M pro fonclione indefinita f in formula (4.) fit, 

^"aF + ^* öF, ••••+^''y^ — J^^Tf^+'^'ö^••••+"^-yl^^ 
Unde de aequatione (11.) per J divisa detrahendo aequationem (10.) et di- 
videndo per M eruitur: 

Quae est formula memoratu digna, in qua X, X^^ ^.^. X^ sunt functiones quae- 
conque, ipsae antem J^ W^ Wi^ .... fVn formulis (9.) et (3.) definiuntur. 

Si quantitates W, Wi etc. per faclorem communem J diyidimus, per 
eondMi multipUcandns erit aequationum (2.) Hultiplicator. Unde si definimus 

31* 
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qaenütates Wi fonnida 

aeqnaüoimm differentialimn , 

erit Hultiplicator J.JIL Ponamiis 

' —J X ' 

poterunt aeqnationes differentiales (1.) sie proponi: 

lö. -j^ — 3., -jT" — ^ly • • • • 77- — ^ny 



linde Sequilar, 






sive, 

dwj 
dt 



= IT,. 



Aeguationum (1.) MuUiplicatorem in seifuentibus etiam appellabo 
MvUipHcatorem aeguationum (13.)- Unde antecedentibns inventa sie pote- 
runt enunciari: 

Propositio I. 
„Designantibus X, Xi^ ....X„ variabilium x, x^^ .... Xn fnnctiones 
qnaslibet, proponantiir aequationes differentiales, 

dx Y dxi __^ Y dxm Y 

li — ^' -rfP — ^M •••• -rfT ~ ^'•' 
qnanun sit M Mnitiplicator; in qnibus aequationibns ipsamm x, x^ etc. 
loco aliae introdncantur variabiles ir, ir,, •••• w^; quo facto si obtinen« 
tor aequationes differentiales, 

iA dw^ l§r dw^ «;P dWn jmr 

1*. ^^ — wTf -j^ — wvx^ .... -j^ — rr«, 
hanun aeqnadonnm Mnitiplicator erit J.M, posito 

ajr dxi dxn 

Ubi rursns qnantitates FF) fonnnla (3.) definimns, formnlam (12.) sie 
proponere licet. 
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Propositio IL 
,,Ip8anim Xj d?|, • • • • x^^ loco introdaGendo u>f w^^ • . . . ir„, po- 
nendoqae 

ex aeqnationibrfs differenUalibus 

dX ^_^^ "wr dxi «y </jr« w 

"rfT ■" ^' "rf? ^" • • • • "7? ^"» 

proveniant seqaentes, 

■^ = IT, -jrj- — »y,, .... -^^—ir», 

erit 

In antecedentibus snppositom est, neque ipsas X^ X^ etc. implicare 
variabilem / neqne eam variabilem afficere relationes quae inter variabiles 
propositaa x, x^^.... x^ atque novas w, Wi^ • . .• w^ intercedunt. Si quan^ 
Hlates X, Xg etc. praeter variabiles x, x^ etc. ipsa quoque t affiduntur^ 
aequaüanum (13.) Mulüplicatorem eundem dicere placet atque aequatiomtmf 
15. dtidx: dxi .... dx^ = l:X:Xi....: X^. 

Designantibiis x^ x^ etc. ipsaram t, %v, tv^^ . ... to^^ sive w, Wi etc. 
ipsarmn t^ x^ x^^ .... x^ functiones, ponamus rursus ex aeqadtionibus diffe- 
rentialibus (13.) vel (15.) sequi aequationes (14.) sive aequationes, 
16. dtidw.dto,....dw^ = 1 ifVifV^ . ...:W„, 
atqae aequationiim (15.) Midtiplicatorem esse M, aeqoationiim (16.) HullipU- 
catorem J.M. Quibus statutis, secundum antecedentia ad n-f 3 variabiles am- 
pHficata erit, 

^ = ^±(ll)(l=)G^)--(fe)- 

Sed habetur (U)=l, (^) = 0, unde, 

^:t(ll)(l^)(l^) .... (1-^) = :^± {4^){l^) .... (1^). 

'^\dt/ \du>/\dWi^ \oWh' "~ Vöu;/ \3ti?| / \du?«/ 

Hinc seqnitnr, Propoeitianem I. ad eam quoque casum vaiere, quo quanü^ 
totes X, Xg etc. atque fUnctiones novis variabilibus aequandae w, w^ etc. 
praeter ipsas x, x^ etc. variabili t afltduntur. 
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Si tantoiD pro parte variabilium aliae introdncunlur, ipsius J expressio 
simplidor evadiL Propositis enim aequationibns (13.) 

du; Y ^^\ Y ^^'* Y 

rff — -*^' "dV — *' .... j^ ♦— ^"9 

qaarum est M HultipUcator, si tantum loco yariabilium x^ x^^ .... x^ aliae 
introdacuntor tr, t^i , • . • • tr^ , ita nt aeqoationes differentiales transformatae fiant, 
du> gg/^ dtOj ig^ dwu TMT 

TT " ^' TT — ^y-^ • • • • li ~ f" 

fit harum Multiplicotor J.M, posito, 

j = ^+(|£)(|.£i-) ....(1^^) = — ^— i X— , 

— Voll?/ VotOj / \dWftf vj^^^ otg| öt^' 

sicuti ex expressione generali ipsius z/ patet ponendo w^^g = x^^i^ ti?^^, = dr^^t 
etc. Quae formnlae variis applieationibus idoneae sunt. 

HuHiplicator aequationoin differeDtialiam ope Integraliam ooDipleionim redoeiaram e 
Maltiplieatore propoaiianiiD eniitur. Pro redaeiionibua divertia Mnitiplieatorea alii 

de aliia dedocuntar. 

§. 10. 

Per formulas §. pr. traditas faciie solvitur qnaestio, si aequationum dif- 

ferentialium 

1. dx:dxt....:dx^ = Xr^T, ....:X„, 

inventa sint m Integralia, 

2. IT = a, t^i = «I, .... w,^^ = a,^4, 

designantibns a, «i, .... a^^t Constantes Arbitrarias, aequationum diffinreih- 

tialium ope Qlonim Integraliam reductamm MoltiplicatOTem e Holtiplicatore pro-* 

positamm investigandi. Sint enim w^^ t/'m+n *••• ^n aliae yariabilium x^ 

Xi^ .... x„ functiones a se ipsis et ab ipsis w, w^^ .... w^^i independentes, 

inter quas propositum sit aeqnationes differentiales exbibere reductas. Potemnt 

w, Wi^ .... w„ ipsamm x, x^^ — x^ loco pro variabilibus in Caleolum in- 

troduci. Quo facto secundum §.pr. abeunt aequationes differentiales vulgares 

(1.) in sequentes: 

3. dw:dicrdw2....:dwn = IT: FF| : FT, .... : IT,, 

siquidem statuitur 
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Ponendo factorem J^ quem ex arbitriö detenninare licet, fieri, 

5. J=.JE± (|£) (|£i-) .... (-|£=-) = -^—4 ^— , 

"" NO«;/ XöWi / \dtOnf s^~ ^^ 5m?h ^ 

"" dx * dxi "*' dxn 
yidimiis §. pr. Multiplicatorem aequationum differentialium propositarum (1.) 
eandem evadere Multiplicatorem aequationum transformatarum (3.)* Unde de- 
aignante Ol aequationum (1.) Multiplicatorem, identice erit 

«• (^)+(^)--+{^^)=''. 

qua in formula M, W, W^^ ••.. Wn per variabiles m?, %v^^ .... w^ expressae 
finguntur. At cum sint (2.) aequationum differentialium (1.) Integralia, sequi-* 
tur esse w, «9|, .... ti^«.! solutiones aequationis differentialis partialis 

unde patet e formula (4.), identice fieri, 

7. IT = 0, W, = 0, .... W^, = 0. 
Unde aequatio (6.) in hanc reducitur, 

In aequatione antecedente expressae sunt SdW^^ JUW^^i etc. per tr, Wi^ ... 
... ir^, sed differenUationes partiales solarum w„^ tr^+i? •••• ^n respectu 
transigontur. Unde in aequatione praecedente ipsis w, trj , .... w^^i sub- 
stituere licet Constantes Arbilrarias aequivalenles a, «i, .... a^^i. Idem si 
fiicunus in aequationibus differentialibus (3.), obtinemus aequationes differen- 
tiales pw inventa Integralia (2.) reductas, 

in qnibus sunt W^^ W^^x^ .... W^ ipsarum tr^, M^m+n •••• ^n et Constan- 
tinm Arbitrariarum a, a^^ .... a^.| functiones, in quas quantitates (4.) per 
inventa Integralia (2.) abeunt. Simulque docet aequatio identica (8.) ipsum M, 
per w^^ ti^m+M •••• ^n atque a^ a^^ .... a^.| expressum, fore aequationum 
quoqoe reductarum (9.) MultipUcatorem. 

Antecedenlibus valores quantitatum fVi per talem factorem J multipli- 
cavi) nt aequationum differentialium (1.) atque (3.) Multiplicator M idem fiat. 
Si in formuliä (4.) hunc factorem omittimus sive omnes quantitates fVi per 
fiictorem J dividimus, ipsum M per eundem multiplicari debebat, sive aequa- 
tionum (3.) vel (9.) Multiplicator poni debebat J.M (§.9.). Quod si faci- 
mus, antecedentibus inventa sie proponere licet. 
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Propositio L 

,, Aequationmn differentialimn 

dx : dxt^ ....: dx^ = XiX^ . . . . : X„, 
qaamm sit M Mnltiplicator, inventa sinl m Integralia, 

to =• a^ tr^ s= «1, . « • . tr„^i = a„M-i^ 
quonun ope variabiles x, Xi^ •••• x^ omnes exprimantur per ConataiitM 
Arbitrarias a, a^, ...• a^-.! atqae variabilium x, x^^ .... x^ fünctiones 

ponendo 

jMr y Ctg/ I -jr 5tl? i I y OWj 

dabnntur inter variabiles t&„, Wm+i« •••• «'n aeqnationes diflFbrentiales, 

dw„:dw^^i....'.dw^ = FT« : fF"„+, .... : IT,, 
hanunqoe Molüplicator erit 

J.M, 
siqnidein ponitur 

^ Vöwrn/ >9u?m+i/ ^ öti?n /\ da ß\ 0«^ / \da,„-|/ 

Quae est Propositio in theoria Multiplicatoris fundamenlalis. Determinans 
inversum, quo J exprimitur, sie quoque scribi potest^ 

\ • öjr * ^JT, * * * ' da« ) 
cum permutatione functionum w, Wi etc. valor Determinantis tantum Signum 
mutare queat, quod hie non curamus. 

Pro ipsis w„^ tr^+n •*•• ^n eümi n — m-j-l quantitates e numero 
ipsanim Xf x^^ .... x„ sumere licet. Si statuimus 

U>m = ^f «^m+1 = ^19 «^n = ^n^m^ 

fit, 

10. ^= ^+(^^£g^)(^i|^ 
Porro e (4.) obtinelur, 

9Tm = Xj Jr m+l = -^i 9 • • • • '^it ^^^ -^h^hh • 

Hinc eruitur 



tß. C G. J. Jacobi, tkeoria notd multipUcatari$ aequat. diff. 249 

Propositio IL 
,,Aeqaationiim differentialium 

quaram M est Multiplicator, inventis m Integralibus, 

tD = a, u>^ == «4, • . . . w^^i = ««,_!, 
Bi exhibentur a?^-^,+i, a?«-.m+2 9 •••• ^n per a?, a?|, .... a?„.^ atqae Con- 
stantes Arbitrarias a, a^, ..•• a^^i, aequationum differentialium redactarum 

dx:dx^....:dx„^^ == X:X» ....rlT^^, 
evadit Mulüplicator, 

J,^±(«-^)(i-z=Lt.)....(^) 

t ÖJTn-m+l dXn-m+2 ÖJT« ) 

Si eaedem aeqaaliones differenüales propositae per diversa Integralium 
systemata reducontar, Multiplicatores diversomm aequationum differentialium re- 
ductaram systematum ex eorum uno dedoci possunt Qua in re semper sup- 
ponitur, unumquodque Integrale cpiod reductioni inservit sua af&ci Constanle 
Arbitraria, ideoque aequationes differentiales reductas omnes ingredi Constantes 
Arbitrarias, quibus Integralia quorum ope reductio effecta est afficiuntur. 

Sint enim rursus Integralia reductioni adhibenda, 

u; = er, u;| = «j, .... w^^i = «,^1, 
alque aequationes differentiales reductae, inter variabiles w^^ ^m-\-i^ •••• tv^ 
exbibitae, 

11. dw^:dw^^,....:dw,== W^:W^^,....:W,. 

Eaedem aequationes differentiales propositae (1.) ope Integralium, 

reducantur ad has, inter variabiles u^^ c^hd '**• ^n exhibitas, 
12. duj,:dui,^,....:dUn=^ üj,:Uk+,....:ü^. 
Sit üf Multiplicator aequationum differentialium propositarum, sint respective ZV 
et K Multiplicatores aequationum differentialium reductarum (11.) et (12.): erit 
secundum Prop. I. 

13. A?=«{X±U.|H.....|^}-', 

Crdle*! Joanud £ d. M. Bd. XXYII. Heft 3. 32 



250 i9. C. G. J. Jucobi, iheoria novi multipUcatoris aequat. diff. 
unde 

Ä + ->» • -5 « • • • "T 

44. üc = iV -Il|^-^' ^. 

va- °'*- p»i ö»«. 



^+ -;— . 



Qüae formula supponit, in aequalionibus differentialibus reductis (11.) et (12.) 
ita definiri quantilates differenlialibus proportionales ut fiat, 

Si ipsae w, w^^ •••• tr^ per u, ti^, *... u„ exprimuntur, formulam (14.) notae 
propositionis beneficio (D. F. §. 10. (5.)) concinnius sie exhibere licet, 

15. K==N2+i^^4^^-....^. 
"^ au au^ dun 

Qnae formula generalis dnos ainpleclilur casus, quo aequationes differenliales 

propositae per eadem Inlegralia reducuntur. sed reductae inter diversas varia- 

biles exhibentur, et quo per diversa Intcgralia reductae inter easdem variabiles 

exhibentur. 

Etenim ponendo k = m atque 

sequitur e (15.) 9 si eaedem aequationes differentiales propositae per eadem 

Integralia, 

w? = «9 iTi = «i, .••• ta^^i = a^-i, 

reducanlur ad n — tn aequationes differenliales inter n — m-f-1 variabiles m^, 
<^m+M •*•• ^1 ^^^ ^^ ^^^^ ^^^^^' variabiles ti„,, <<m+M •••• ^«9 fien 

16. K= ^2:±^.^p^....^, 

nbi tr^, <^m+n •*•• *^n expressae supponuntur per variabiles ti«,, t^M+19 ••••^n 
atque Constantes Arbitrarias a, a., .... a^.!« 
Si vero rursus k = fn atque 

vel si aequationes differenliales propositae per hoc m Inlegralium systema 

aut per hoc, 

reducuntur ad n — m aequationes differentiales diversas inter easdem n — m-{^l 
variabiles w„^ ti7,„+n ••*• ^n- ablt formula (15.) in hanc, 

17. il — jy^±^-.^^ "ö^iüir' 
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siquidem in formando Determinante Functionali supponitnr expressas esse w, 

tvi^ .... ti?m-i per variabiles w^^ ^^«mi9 •••• «^« atque Constantes Arbitrarias 

ß^i ^'i^ •••• Pm* 

Principium Ultimi Multiplicatoris sive quoroodo coguito Multiplicatore systematis aequa- 
iioDum differentialium vulgarium ultima integratio ad Quadraturas revocatur. 

§. 11. 
Proposilionum L et. II. §-pr. prae ceteris memorabilis est casus m = 
n — 1, quo Omnibus praeter unum inventis Integralibus una integranda restat 
aequatio differentialis primi ordinis inter duas variabiles. £o casu Mulliplicator 
aequationis differenlialis reduclae redit in Mulliplicatorem Eulerianwn, qui eam 
per se integrabilem reddit sive ad Quadraturas revocat. Unde ponendo n = 
m — 1 e Propp. I. et II. §. pr. memorabiles prodeunt Propositiones, quae no- 
Yum constituunt principium, c quo Calculus Integralis hnud parum incrementi 
capit. Quod principium uUimi Multiplicatoris appellare convenit. 

Propositio I. 
^^Propositis aequationibus differentialibus 

dx:äXi....:dx„ -~ X:Xi....:X^ 
habeutur MuÜiplicator M sive solutio quaecunque aequationis differen- 
tialis partialis, 

a.MÄ , a.Mx, , d.MÄn __._ ,. 

dj; ' OA'i ' OJ'n 

porro inventa sinl Integralia praeter unum oinnia, 

designantibus a etc. Constantes Arbitrarias, quibus ipsae functiones 
Wf tTi etc. non afßciantur; sumtis ex arbitrio duabus ipsarum x, 
a?i, .... Xn functionibus to„^i, tu«, fiat. 



erit ultimum Integrale 

M\Wä«,.-W^ä.A = Co.,. 

Jtl + -Tv • /> . . . . — Ä 



f 



ncn 



OX ex, OXn 

Propositio II. 
,, Inventis aequationum diffinrentialium, 

dx : dxi . • . . : rfa?„ = X:Xi ....iX^^ 

32* 



/: 
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IntegräRbus praeter unum omnibus, 

w = a^ w^i = «19 •••• trii-2 = ««-2» 
ac designante M solutionem piamctmgue aeguationis difirentiaBe 
partialh, 

exprimantur 

per X et x^ atifue ConstmUes Ärhitrariae 

a, «1 ^ • • • • a„«2 5 
m^ ultima aequatio integraUs, 

C JT ji (7 JTj O JTn 

In duabus Propositionibus antecedentibus quantitas sub integraUonis signo posita 
evadit differentiale completum, nbi expressianes in bina differentialia docta per 
easdem dnas variabfles exhibentnr inter quas aequatio differentialis redacia 
locum habet. Simüiter in sequentibns etsi pressis verbis non adnotetar, quoties 
formula integraüs Constanti Arbitrariae aeqoiparatar, innmtor snb signo inte- 
graUonis haberi differentiale completum. 

In Propp. antecedentibus loco divisionis per Determinantia Fnnctionalia, 

^ Sit hv>^ dwn 

'^'^dx* dxi **** dxn ' 

^ i 5ir • ^ «. • • • • '~s"z 1 

OX^ OXg oXn 

etiam mnitiplicatio institoi potnisset per Determinantia Functionalia sensu in- 
verso formata (Det. Funct. §. 9.)« Qnod nbi fit, erit in altera Propositione 
ollima aeqnatio inlegralis, 

1. fMJ{Wn äw,^,-JV,^, dw,) = Const, 
posito 

o j4 ^j, dx^ dx^ dxn dx dXi 

Yd in altera 

3. fMJ(Xidx—X4lxi) = CoMt., 
posito 

A A V4..5£i. ^*» ax, _ [y,, dw a». ö*^-,»-» 
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In formandis Determinanlibns functionalibüs (2.) et (4.) supponitur, aut ipsa n— 2 
Integralia dar! novasqne qnoque yariabiles t^n..!, ^n per x, x^^ •... x^ ex- 
pressas esse, aut per integrationes transactas yariabiles omnes expressas esse 
per binas %d^i^ tr„ vel x, Xi atque per Constantes Arbitrarias quae singulis 
integrationibus accedunU Generalius si reductio ad aequationem differentialem 
primi ordinis inter duas yariabiles ef&citur ope n— 1 aequationum integralium 
qaarQmciuiqae, 

/7 = 0, /7| == 0, /7^, = 0, 

qoae afSdontar toädem Conslantibns Arbitrariis 





aj «1, •... «„-29 


poni potent in formula 


(2.) 




^j.ö/7 3 71. Ö/Z^, 
•^ da 5«! oa»-2 


5. J — 


"•öjr,* 3a:, "" dxn ' dx 'öjTj 




vel in formula (4.), 








6. J = 



^ JÜ 5 *''\ • • • • 5 

CJTj aX^ ÜXn 

(Ct Det. FuncL §« 10.}. Formula antecedens prae ceteris cum fructu ad- 

Iiibetur. Aequationibus enim integralibus inyenlis saepissime per yarias elimi- 

nationes eiusmodi formas induere licet, pro quibus Determinanlia functionalia, 

qnae numeratorem et denominatorem fractionis anlecedentis constitnunt, sine 

molestia inyeniantur. Commode etiam adhiberi potest ad Determinantia functio- 

naiifi formanda proposilio, yalorem Delerminantium funclionalium, 

^ , 3io dtOj dwn y-, dw dwi d Wn^ i 

'^dx'dx^ '***öj:n' "^ öx, * öa:, '*** dx^ ' 

non mntari, si ante differentiationes partiales transigendas funclio quaeque Wi 

ope aeqnationum, 

7. w = a, Wi = «I, • • • • Wi^i = «i—i , 

mntationes quascunque subeat« Inseryire possunt aequationes (7.} ad elimi- 

nandaa o qnaque functione Wi yariabiles 

^« f ^n— l 9 • • • • ^ii-.i+l • 

Quo fiicto A abit wi in /7j, emnt 

IT — a = 0, /7| — «1 = 0, • •• • /71,-2 — «^-2 = 0^ 
aeqoationea integrales, quales per integrationem et eliminationem successiyam 
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inveniuntur. Porro fit 

^ t dw öu?i dWn^2 dll dU^ dlln^2 

Cf. §. 3. Si vero adhibentur variabilium expressiones quales ex eliminatione 
successiva prodeunt, videlicet ipsius x^ expressio per ar, ar^, .•.. x^^^^ u\ 
ipsius Xn^i expressio per x, o;,, ...• ar„_o^ a, c^x etc., abit Determinans 

,^ , öjr, dar, dxn 

da dtti da„^2 

in productum 

V ea / \"ö^r • • • V Öa„_i ^ 
ubi nncis innuo esse a7„_i ipsarum x, a?i, .... a?„_,_i, «, «», .... «j funclio- 
nem. Quibus subslitutis in (4.), fit 

Q ^ _ (dx„\(djc..A ( dx, \ 1 

^- "^ — \dD\dtt, f""\da,^J — du e/7, diin-^ ' 

,. , — • • • • ~—^j 

Hinc sequenles emerguiit Proposiliones. 

Propositio IIL 
„Acqualionum differentialium vulgarium, 

dx : dx^ . . . . : dx^ = Xx X^.. ..: X^^ 
quarum M est Multiplicator, inventis per integrationem et eliminationem 
süccessivam aequationibus inlegralibus praeter unam omnibus, 

n =^ a^ /7| = «j , . • . . n„^^ = a„_2 9 
ubi Ili est functio variabilium a?, j7|, .... a?„_,- atque Constantium Arbi- 
trariarum a, «i , . • • • a,.| : fit ultima aequatio integralis, 



/- 



^ . "V • • • . —^ — 

C JTn O Xn^i €7 X^ 



Propositio IV- 
,,Aequationum differentialium vulgarium 

dx : dxi : dx^ = X:X^ ....: X„^ 

quarum M est Multiplicator, inventis per integrationem et eliminationem 
süccessivam expressionibus ipsius x„ per Xj x^^ •••• x^^i atque Con<- 
stantem Arbitrariam a ; ipsius x„^^ per x, x^^ « • • • x^^^ fttqne Copstan- 
tes Arbitrarias a, a« etc., denique ipsius X2 per rr, x^ atque Constantes 
Arbitrarias a, a^, .... (x^., , dabitur aequatio inter x et :r| per formulam. 
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In utraque Propositione fnnctiones sob signo integnrationis ope aequa- 
tionnm integralium inventamm per x et x^ exprimendae sunt. 

Quod e Mnltiplicatore aequationum differentialinm proposilarum eruitur 
MultipÜcator aequationis differentialis, in quam post inventa praeter unum omnia 
Integralia problema redit, id eo maioris momenti est, quia huius uUimae aequa-- 
tionis differentialis primi ordinis inter dnas variabiles valde late.re potest Mul- 
tipUcator, dum syslematis aequationum differentialinm propositarum sponte se 
offert. Veluti quod in gravissimis quaestionibus evenit, si ipsarumX» X^ etc. 
expressiones ita sunt comparatae, ut idenlice habeatur, 

aequationum differentialinm ' proposilarum Multiplicator unitatt aequalis evadit; 
aequationis autem postremo integprandae Multiplicator secundum antecedentia 
aequatur Determinanti Functionali, cui valor complicatus competere potest. Casu 
illo particulari in quatuor Propositionibus antecedenlibus ponere licet ilf = 1 ; 
quod ubi ex gr. in Prep. IV. facimus, emergit haec: 

Propositio V. 
„Proponantur aequaliones differentiales simuUuneae, 
dxidx ....idXn = X: JTi ...•: Jr„, 
designantibus X, X^^ etc. variabilium x, x^ etc. fiinctiones pro qui» 
bus idenHce Aabeatur, 

dX , dX^ I ^^'^ Q. 

invetUis aequationum proposif4urum n — l Integralibus, n—i Constan- 
t0S Arbitrarias oe, ai, .... a^^ involventibus, exprimantur X et Xx 
atque variabilea ar,, x^^ »... x^ per x, x^ atque istas Constantes Ar^ 
bitrarias a^ a^^ .... a^^: erit ultunum Integrale, 

ubi expressio sub integrationis signo differenüale completum exietit.^* 
Propositionis antecedentis afferam exempla pro n = '2 et ii=3* 
I. ^^Proponantur aequationes cUfferentiales 

dx:dy:dz = X:Y:Z, 
designantibus X, Y, Z variabilium x, y, z functiones, pro quibus iden- 
lice fiat. 

dx^ dy^ dz ~ ^' 
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invento uno Integrali involyente Constantem Arbilrariam ce, exprimantur 
X, Y, z per X, y, a^ erit alterom Integrale , 

/^ {Ydx-Xdy} = Consl- 

IL ,,Proponantur aequationes differentiales 

dt:dx:dy:dz = T:X:Y:Z, 
designantibus T, X, Y, Z variabilium t, x, y^ z fünctiones, pro quibus 
identice fiat, 

inventis duobus Integralibus involyentibus Constantes Arbitrarias a et /?, 
exprimantur T, X, y, z per t, x, a^ ß; erit tertium Integrale, 

Quae exempla non sine moleslo calcolo verificantnr. 

Quibus casibus Multiplicator aequationum differentialium per aequationea integrales 

pariiculares reductarum ex aequatiouum differeutialium propositarum Multiplicatore 

eruitur. Principium ultimi Mulliplicatoris siue Determinantium adiumeuto 

comprobatum. 

§. 12. 
Si aequationes integrales, aeqiiationibus differenlialibus reducendi? ad- 
hibitae, sunt pariiculares, in genere non licet Multiplicatorem aequationum dif- 
ferentialium reductarum e Multiplicatore proposilarum deducere. In Prep. 11. 
§. 10., quae docet quomodo aequationum differentialium propositamm et re- 
ductarum Multiplicatores a se invicem pendeant, possunt quidem Constantibus 
Arbitrariis quibus Integralia afficiuntur valores particulares tribui: supponitur 
autem ipsa cognita esse aequationum differentialium propositamm Integralia ge- 
neralia. Quae tarnen suppositio necessaria non est. Etenim si aequationes 
integrales reductioni adhibendae alia post aliam investigantur, sufficit unam- 
quamque aequationem integralem inventam ita comparatam esse, ut differentiata 
per aequationes differentiales propositas idenlica reddatur, simul onmibus ipsofn 
praecedentibvs aequationibus integralibus accitis. Neque vero propositum suc- 
cederet si ex aequationibus integralibus reductioni adhibitis duae pluresve ita 
comparatae essent, ut quaeque earum differentiata per aequationes differentiales 
propositas identica reddi non possit nisi simul omnes reliquae aequationes in- 
tegrales, nullo ordine observato, in auxilium vocentur. 
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Antecedentia cum e fornmlis traditis patent tum ope propositionis ele- 
mentaris directe demonstrantur, quoties aequaüones integrales alia post aliam 
inventae ad variabiles successive eliminandas adhibentun Sit enim aequatio- 
num differentialium propositarum primum Integrale inventum, 

F = a; 
cujus ope e quantiiatibus X, X^^ .... X^^g eliminetur x^. Ponendo m^^i 
in Prop. II $. 10. sequitur, Multipliealarem aequationum differentialium 
reductamm, 

1. dxidxi .... t dx^i = X:Xi.... : X„>i. 

aequari MuUiplicatori aequationum differentiaUum propositarum diviso per 
^ — sive quautitoH 

in qua variabiUe x„ per aequationem F=ia eliminanda est. Constans a 
in bac propositione fnndamentali arbitraria est ideoque valor ei quicunque tribui 
potest partieularis. 

Tribute in functtonibus.JT^ Xi^ .... X^^i Constanti a quam implicani 
valore particulari, sit aequationum (1.) Integrale, 

F, = «.. 
Quod non erit Integrale aequationum differentialium propositarum. Quippe 
aequalio dFi=^0 per aequatienes differentiales propositas identica non reddi- 
tur nisi simul Constans a ubique fiinctioni F aequatur. Quae Constantis a 
eÜminatio ubi fit in fimotione JF\ , aequatio Fi = a^ evadit Integrale aequatio- 
num differentialium propositarum. Sed ea Constantis a eliminatio fieri non 
potest si ei in aequationibus differentialibus reductis (1.) tribuitur yalor parti- 
eularis, neque igitur eo casu ex aequationum differentialium reductarum Integrali 
Integrale propositarum restituere Ucet 

Eliminata x^^i ope aequationis iPi = a|, obtinentur e (1.) aequationes 
differentiales denuo reductae, 

2. dx : dxi .... dx^^ s= X:Xg. ...: X^^^. 

Quarum Multiplicator secundum eandem regulam derivatur e MultipUisatore aequa- 
tionum (1.), atque bic e Hultiplicatore aequationum differentialium propositarum 

dF 
erutus est, videlicet dividendo per -^^-^ unde prodil aequationum (2.) Mul- 

plicator, 

CreUa^s Joonuil f. d. M. Bd. XXVII. Hell 3. 33 
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M 

quae quantitas variabÜibus Xj, ei x,,^ per aequadones JP= a, Fi=^a^ elimi- 
natis solarum x, x^^ •... x^^ fonctio evadit. Unde aequaUoniiin differentia- 
linm (2.) erutus est Multiplicator, qDamquam redoctio facta est per daas aequa- 
tiones F=a^ Fn^-^a^^ quanuatantum altera est aequationum differentialium 
propositanim Integrale, altera non est neque ad tale revocari potest, si Con- 
stanü a tributns est valor particolaris. 

Kursus tributo Constanti a^ valore parliculari quocunque, aequattonom (2.) 
quaeratur Integrale, quo invento aequationes differentiales (2.) ulterius rednci 
possunt^ reductarumque per eandem regulam constabit MuIÜphcator. Sic per- 
gendo successive eruantur m aequationes integrales, 

3. |/^ = «. Fj = ttj, .... F^^i = «m-i^ 
in quibus a^ a^^ «... a,^^ sint Constantes parUcnlares quaeeiuiqaa; quarum 
aequationum integraliom ope revocatis X, JC, , .... X^^^ ad solarum x, 
j?i, .... x^^^ functiones, aequationum differentialium ad quas soeceaaiva dimi- 
natione pervenitur, 

4. dx:dx^....:dx^^, ^ XiXi ....: X^^j 
eruitur Muitiplicalor, 

5 ^ 

dXa d JCn-l ' * * * dXn^m-i 1 

quae quantitas et ipsa per aequationes (3.) ad solarum x, Xi^ ••.. JV^ fimctio- 
nem revocanda est. Aequationes (3.) reducUonibus successivis inservientea 
hie ita comparatae sunt ut quaeque Fi = a^ sit Integrale, aequationum differen- 
tialium, 

uX • QX\ . • • • ttXj^^^^ "ssz: J^ l ^^1 • • • • • -^ji^, 

variabilibus a.%, ^n^\y •••• ^n-^ui e X^ JT«, .... X^^i diminatis ope aequa- 
tionum ipsam Fi = cci praecedentium, 

Si f/i = n — 1, formula (5.) suppeditat Multiplicatorem aeqnationis differentiaUs 
primi ordinis iater duas variabiles x ei x^^ 

6. Xidx — Xäx^ — 0, 
quae post inyentas aequationes integrales, 

7. jF = a, Fi = a^^ .... F^^ = a^.2» 
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oidet fotegnnda restaL Mnltiplicatore sie Inveiito, 

M 

laeva pars aequationis (6.) evadit differentiale completum, nnde eins integratio 
ad Ouadratoras revocatur sive fit ultima aequatio integralia^ 






'■/ 



Qua in formula adiumento aeqaationum integralium inveDtarum (7.) quanlHates. 
anb integrationis signo in differentialia dx et dx^ duclae, per solas x ei Xy 
exprimendae sunt. 

Com antecedentibus Conslantes a^ «i, .... a^.2 sint particolares ^ae" 
cunque^ eamm valorem etiam generalem seu indefinitam servare licet^ quo facto 
focmula (8.) redit in Prop. IIL §. pr. Vice versa Prop. IIL §. pn, in qua 
designant a, a^^ .... ce^, Constantes Arbitrarias, enm quoque amplectilar ca- 
sum quo post quamque novam integrationem Constanti Arbitrariae qua afficitur 
valor tribottur particularis. Quod intelligitur observando, aequalionibus differen- 
tialibus Constantes Arbitrarias involventibus, idem eamm Integrale obtineri posse^ 
sive ante sive post integrationem Constantibus Arbitrariis illis vaiores partico* 
tares tribuas. 

Necessarium non est, ut quaeque nova aequatio integralis inveniatur ut 
Integrale ipsarum aequationum differentialium ad quas propositae reducunbir. eli- 
minato per aequationes integrales ante inventas aequali variabilinm numero; 
g6m)rattii8 ea esse potent Integrale aequationum differentialium propositarum, 
per aequationes integrales ante Ipsam inventas quocunque modo transformatarum. 
Aequationum enim differentialium propositamm per Integrale F^=a transfor- 
matarum Sit Integrale J^t = ^; aequationum differentialium propositamm per 
binas aequationes F = a^ F, = a^ transformatarum sit Integrale F^ = a,, per 
tres aequationes F=i)c, Fi^=oL^y F2=<<» transformatarum sit Integrale i^3=a3, 
et ita porrO) ubi Constantes a, oi etc. poterunt arbitrariae esse sive particulares 
quaecunque. Quibus positis, ex aequatione integrali F=^a et aequationibus 
differentialibus propositis sequi debet, dF^=Q\ unde per aequationem F=a 
eliminata x^ e funclionibus X, Jf|, .... X,^i^ Fj, fieri debet Fi=:a^ Inte- 
grale aequationum differentialium, 

dx : dxx . . . . : dx^^ = X\Xi Xn^t . 
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Ex aequationibus integralibus iP=:a^ |7\c=a| et aequationiboa differe»Ualibud 
propositis sequi debet 1^^3 = 0; ande per aequationes F = a^ Fg^^a^ eli- 
minatis x^ et x^i e functionibua X, Xiy .... JT.^,, fieri debet F^^ih In- 
tegrale aeqoationom differentialium, 

dx.dx, ....:dx^^ = X:X,....:X;^i^ 
et ita porro. Generaliter ai primmn ftmctionea ^i, F^ ^te. näone illa gene- 
raliori qua eas definivi obtinebantur, ac deinde e quaque Fi eliminantar ar«, 
x^i^ .... x^^i^i per aequationes F=a, i?\ = ai, .... J?^!., = a,._j , eae- 
dem fiinetfones F, Fi^ F^ etc. prodeunt quas in formulis (5. et. 8.) consi- 
deravi. Ea autem reductione adhibita abit Determinans fiincdonale 



^± 



ÖF ÖF, ÖF^., 



in Simplex productum 

dXm ' dXii.i * * ' ' d J'n-m-fl ' 

quod formulae (5.) denominatorem afficit ($.3.). Unde si fonctionibus F, F^^ 
F^ etc. generaliorem significatum servare placet, formula (5.) evadere debel^ 

^' ~ aF dF, TE^' 

ideoqne etiam formula (8.) 

-lA /^ M{X,dx—XdxA ^ 

<7Xn aXii—i dXj 

Definitio iunctionum F, F^ etc. amplectitur casum quo omnes aequationes 
Fi = cLi sunt ipsarum aequationum differentialium Integrafaa generalia. Unde 
e simplice propositione elementari tradita derivatur principium Ultimi Multiplica- 
toris, si reductio ad aequationem differentialem primi ordinis inter duas varia- 
biles per Integralia generalia fit, simulque monstrantur casus maxime generalas 
quibus invenire liceat ultimum Multiplicatorem, etsi aequationes integrales re- 
ductioni adhibitae sint particulares. 

Addam demonstralionem propositionis fondamentalis qua antecedentibna 
Yidimus principium Ultimi Multiplicatoris via maxime elementari adeoque abaque 
ullo Determinantium adiumento superstrui. 

Propositio. 

^^8it F 9olitüo quaeeunque aepuUiama 
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erektsa Ccmtante; $ii porro M $ohiHo quaecunque ae^atianis 

dx ' öjr, ••••1 Q^^ f 

Cimitante non exdusa: posito 

^ — ST-^ 

ipmfue M, X, X^^ Xn^i per x, x^j .... x^g^ Fexpresris^ fU 

N sotuüo aeqtiatioms 

dx "^ ö JTi ' • • • I djr«.i *^ 

Demonstratio. 
Ponatnr 

diffwentiando yariabilis x^ respecta aeqnationem identicam. 

prodit, 

, BX dF , aX, dP , ö^» 5^ _ n 

ImnieBdo micifl qoibvs differentialia parttaUa indadantor ezhibOT X, X| .te. 
per X, a?i, = ar^,, F, fit 

ax, _ fdXi\ dP (dXi\^ 

'dj: — \~dr) 'aT: — vwr) •*• 

Quam formalain in aeqnatione praecedente snbstttoendo atqoe per u dividendo 
prodit, 

Haee fermola detrahator de seqoente, qnae ex ea qua üf definitor floit. 
simnlqoe obaenretar haberi pro indiois i Taloriboa 1, 2, ... . n— 1, 
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BP 



dJCi _ (dÄi\ , /a^i\ «F 



prodit ponendo — - = iV, 



Fit autem 



+(^)+(^)-+(4^) = o 



= x(i^)+;i;(X)....+X-.(^) 

^SS^'^fi^^^^ ^^ ( flp — ) ^^^ idenüce evanescente Unde aequatio antecedens 
sie quoque exhiberi potest: 

quae per A^ multiplicata suppeditat, 

quae est formuia demonstranda. 

Vidimos supra, propositione antecedente iteratis vicibos adhibita erui 
aequationnm differentiaUam rednctarom Multiplipatorem e MuMpHci^tore propo- 
sitarum. Sed ad hnnc finem non necesse est nt hie ipse cognoscator aed snf- 
iicit eins cognoscere valorem quem per aequationes integrales reductioni ad- 
hibitas induere potest Si problema ad aequationem differentialem priml ordinu 
inter x et x^ revocatom est, definitur M aequationibus, 

in quibus post di^erentiaüones partiales factas eliminandae sunt x^j x^^ ... 
... x^. Si aequationes integrales, quarum ope reductiones et eliminationes 
propositae operantur, particulares sunt, evenire potest ut e foraiulis(ll.) erua- 
tur valor ipsius M in prindpio Ultimi Multiplicaloris requisitns, neque tamen 
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inmdAiri qpeat ipBius M valor generalis sive ipsarum aequationum differenUalium 
pit^iositarum Multi{dicator. Direole aequaUonis dUFerentialis, 

X^dx — XdXi = 0, 
definitor Miihiplicator P per fonnuiam, 

In caius dextra parte X et Xi ante dtfferentioHones partiäles transigendas 
P^^ sola9 X et Xj exprimendae sunt. Fotest autem evenlre ut via non pateat 
<P^ ipsum JP e (12.) eruatur, dum ipsius M determinatio per forinulam. (11.) 
ii^ pvomtn est Quae adeo, nullis cognilis aequationibus integralibna, in amplisr 
gravissimisque problematis succedil^ onde pro quibusconque aequationibus inte- 
graiibus reduetioni adidbitis sive completis sive dicta ratione inventis particula- 
ribus ülthnns MuttipUoafor constat. 

De oiQ Mnltiplicfttoria in integrandis systematis quibuadam aequationam differemialiura 

apecialibua. 

§. 13. 
Syatema aequationum dÜTerentialiuni propositamm ita comparatum esse 
potest nt ultima Integratio sponte in Quadraturam redeat Quod evenit si unius 
variabOl differenliale tanlum, non ipsa in aequationibus differentialibus invenitur 
Ponarous ipsam x esse variabilem a qua simul omnes functiones vacuae sint 
X, Xt^ .... X^: redire constat integrationem n aequationum differentiaiium 
inter n-|- i variabiles, 

1, dx\dXyi dx^ . . . . : dx„, = X:X^\X^....iX^.^ 
in integrationem it— 1 aequationum differentiaiium inter n variabiles unamque 
Uuadraturam. Integratis enim aequationibus, 

2. dxxidxx...r.dxn = XgiX%....i X^^ 
quae sunt n— 1 aequationes differentiales inter n variabiles x^^ x^^ ••.. ^nj 
eriuberi poterant variabiles ar^ s^^ •••• ^a P^^ earum unam veluti Xxi unde, 
expressa -yr per Xi^ dabit simplex Quadratura ipsius x valorem, 

3. a- =y-^^ + ConsL 

hm cogiiito aequationum differentiaiium (1.) Multiplicatore quaeritur, quemnam 
ex eo fiructum ad integrationem perficiendam perapere liceat, cum ultima in- 
tegratio sua sponte in Quadraturam redeat. Quod ut cognoscatur, inter duo 
casus distinguendum erit, proul datus aequationum differentiaiium (1.) Multipli- 
cator a variabili x a£(iciatur sive non afiBdatur. 
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Aequationum differentialiiim (2.) systema vocabo proprium, quo distin-^ 
gaatur a systemate propasito aequationum differenlialiam (1.), cuius integratio 
componitur ex integratione syatematis proprii et Quadratnra. Si datus syste- 
matis propositi Mulliplicator M et ipse a yariabUi x vacuus est, idem erit 

systematis proprii Mnltiplicator. Tum enim evanescenle termino — ^ — , satis- 
faciet aeqaatiomim differentialiiiiD (1.) Mulliplicator aequationi, 

eadem aatem aequatione definitur aequationum differentialiiim (2.) Mi4ti[^cator. 
Qnoties igitnr datus systematis propositi (1.) MuItipUoator et ipse variabili x 
vacat, systematis proprii ultima integratio ad Quadraturas revocari potest^ sive 
quod idem est, systematis aequaütmum diffhrentialium propasitamm dua^ 
ultimae hUegrationes pfr Quadraturas absoltunlur. 

Vice versa si datur systematis proprii (2.) Hnltiplicator N, qui erit 
solarum yariabilium ^i, ar,, .... x^ fancHo, idem erit systematis propositi (1.) 

Multiplicator. fivanescente enim termino — V — , /imctio iV, qnae hnic aeqoa- 
tioni satisfacere debet, 

etiam huic satisfadet qua systematis pr^ositi Moltiplicator definitor, 
^ d.NX \ d.NX, , d.NXn 

Inymtis aatem omnibns systematia proprii Integralibns, 

obi Constantes Arbitrariae a^ etc. dextram aequationum partem occupant, erit 
aequationum (2.) Multiplicator, 



Qui igitur systematis quoque propositi Multiplicator erit. Unde si systematis 
propositi datur Multiplicator M, variabilem x implicans, simulque systema pro- 
prium complete integratum est, duo innotescuntsysteniatis propositi Multiplica- 
tores M et iV. Qidbus cognitis, secundum $. 4. systematis propositi constabit 
Integrale, 
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Quo Integrali dabitur x per x^y X2^ x^^ sive ope Integralium (4.) expres- 

sis X2^ ar, , .... x^ per or^ , dabitur x per x^ . Unde si innoteudt systemalM 
propositi Multipticator variabiK x affectus, posi syslematis proprn inte^ 
graüonem carnpletam, non umplius opus erit Quadraturoj quam formula (3.) 
poscebat ad mvemendum ipsius x valorem per x^ expressum. 

Fiert potest ul solo cognito systematis propositi Multiplicatore variabili x 
affecto, absque Ulla integratione emantur systematis proprii unum plurave Inte- 

gralia. Ezpressa enim per (4.) quantitate j^ per a?|, a^, «,,... . a^.j, 
in foDcüone 

J X^ ^ 

post factam integrationem, Constantium a^ , a^ etc. loco restitaanms fonctiones 
/; 9 /o etc. 9 quo facto prodeat variabilinm x^^ x^^ .... x^ fnnctio 

^ =/-:^ = 

erit e (ß.^^ designanle a« novam Constantem Arbitrariam, 

x—§ = a, 

systematis propositi Integrale. Sit mrsus variabilium or, , x^^ x^ functio 

N systemaUs proprii ideoque etiam systematis propositi Multiplicator, erit se- 
condum §• 4. expressio generalis Multiplicatoris systematis propositi , 

M = ^{x-s,r,,r,,....rn^^).N. 

Cognito igitnr valor ipsius M, variabili x affecto, erit — |S — ipsamm x — §^ 
A, fi^ •••• /"-* ftutctio , 

Unde ponendo 

7. il^ =.. u, 

dx 



n^ 



atque ex hac aequatione quaerendo ipsius x valorem per ü, x^^ X2 
ei^ressum^ prodit 

X = Si-tp(fi, fi^ /i^ •••• /ü-i), 
designante tp certam ipsamm «, /i, /i, . . . . /i-i ftmcHonem. Quaerendo igi- 
tur e (7.) ipsius x valorem per u, x^^ x^^ .... x^ ei^ressum, atque in ea 
expressione ipsius u loco ponendo varios valores constantes arbitrarios, dif- 
ferentiae quantitatum provenientium erunt solarum fi^ f^^ .... f^ fonctiones, 
ideoque Constantibus Arbitrariis aequiparatae suppeditabunt systematis proprii 
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Inlegralia. Methodus hie tradita semper succedit si non tantom M sed etiam 
— ^ — ipsam X involvit atqae rp non soliostr vel ^ non solios or— | fonctio 
est Quoties autem 4^=. — ^ — solins or — $ fancüo est, erit -g- ipsioa 

4^ functio. Unde e systematis proposiü MultipUcatore coffnito M sem* 
per deducere licet absque hUegraüone syelemath proprn unum plurme 

Integralia, quoties ^^^ — non ipsius — |^ — fiinclio est. Süniliter de- 

rnonstratur, cognito sysfematis propositi Inieffrali, variabili x affecto^ v = a, 
designante a Constantem Arbitrariofn, ex eo semper derivari posse unum 
plurave systetnatis proprn Inlegratia^ nisi ^ ipshis v functio sit. Nam 

eom esse debeat v quantitatom x—S^fi^f^^.... f^^i Amctio, ex aeqnatione 
v=za Sequilar huiosmodi 

unde eruendo e t; = a ipsius x valore in eoque ponendo ipsius a loco varios 
valores constantes arbitrarios, differentiae expressionum provenientium Constan« 
tibus Arbitrariis aequiparatae suppeditabunt systematis proprii Inlegralia. 

Ut habeatur exemplum quo systematis propositi MuItipBcator variabili x 
affectus innolescit ideoque post systematis proprii integrationem completam ipsa x 
per x^^x^^ — x„ absque Quadratura exprimilur, ponamus X=z i simnlqne fferi 

öx, ' dx^ ' • • • T g j;.^ > 

designante c quantitatem constantem; quod inter alia evenit, bi X^^ X^ etc. 
variabilium Xi^ x^ etc. funcliones sunt lineares. Dabitur systematis propositi 
Mnltiplicator per formulam 

-^^^^ + c = 0, mide M = ^ -. 

Hinc sequilur e (6.) sumendo logarithmos, 

X = - JLiog( * j^+^/li-.li^.... -1^ 

Cognitione igitur Multiplicatoris in hoc exemplo non reductfonem aeqoaüonis 
differentialis ad Quadratnras sed Quadraturam lucramur. 

Anlecedentibus demonstratum est, st aequafionum JBfferentialkim (1.), 
fit quibus Xf X^ etc. solarum x^^ x^^ .... x„ functiones sunt, detur MuttipR-^ 
cator et ipse variabili x vacans, duas poslremas integrationes per Quadro^ 
turofn absolvi} si Mnltiplicator variabili x afficialur, ultimam aequationem 
integralem ipsam sine Quadratura oblineri. Quae propositio sie amplificatur. 
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Ponamus functiones ^m+m ^m^^^ •••• ^n vacnas esse a variabilibus 
Xf ^49 •••• ^m) siiniilque X, X^^ .... X^ nisi ab iisdem variabilibas vacnae 
siuit, certe salisfacere conditioni) 

m dX I 8Jf| I dXm p. 

^- aJ"^ ö jT, • • • • "1" öt;^ — ^• 

Eo casu aequationes differentiales propositae (1.) sie tractabnntur, nt primum 
aequationnm differentialinm inter solas a^m+i? ^m+39 •••• ^n locnm habenKum, 

quaerantnr Integralia^ 

eominqae ope exprimantur variabiles ^m+n ^m+a? •••• ^»1 P^i* earnm nnam 
^m+i ; qnibns factis superest ut integrenlur aequationes differentiales inter Ipsas 
X, Xij .... x„^i locnm babentes, 

10. dx : dx^ : dx^^^ = XtX^ : JT^+j. 

Per conditionem (7.) constat, aequationnm diffcrenliaiium propositamm (1.) 
Mnltiplicatorem, a yariabilibns x, Xt^ .... x^ vacanm, eundem esse aequatio- 
nnm differentialinm (8.) Mnltiplicatorem, et vice versa harum Multiplicatorem 
ipsarum qnoque aequationnm differentialinm (1.) MuItipUcatorem esse. Designante 
enim jSf quanlitatem a variabilibus x, x^^ .... x^ vacuam, sequitur e (7.), 
d.MX , d.MJC, , d.MXn, ^ jj 

nnde pro eiusmodi ipsins M valore conditio nt M aequationnm (1.) sit Mnltiplicator, 
d.MX , d.MX, , d.MXn ^ 



TJr'T dx, ••••T--^ 



Xn 



convenit cum conditione nt M aequationnm (8.) Multiplicator sit, 

d.MLXm-\-\ I d •MXm-\'7 I d .MJCn ^ 

Äequatiomtm di^erentiatium (10.) smnper assfffnare Ueet MuUi" 
pBeatarem. Nam cum ipsarum x^^^^ ^m+31 •••• ^n expressiones per x^^., 
e (9.) petitae ab ipsis x, Xi^ .... x^ vacuae sint, conditio (7.) valebit etiam 
post hamm expressionnm substitutionem. Qua snbstitutione cum X^^i in so- 
lina ^m+t ftmctionem abeat, valebit etiam aequatio (7.), si loco ipsarum Xi 

ponitnr ^ ■■ . Unde sequitur, aequationnm differentiaüum (10.) MultipÜ^ 

eatoreni esse -^ — . Qua de re aequationum di/ferentialium (10.) ulfima 

integratio semper solis Quadraturis absolvitur. 

Si datnr Multiplicator aequationnm differentialinm propositamm (1,), va- 

34» 
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riabflibiis x, x^^ .... x^ non affectus, idem erit aeqnationuiii (8.) Multiplicator, 
ideoqne eo casa cum aeqnationam (8.) tum aequationum (10.) ultima integratio 
Qnadraturis absolvitur. lam yero sit aequationum differentialium propositarum (1.) 
dalns Multiplicator M variabilibus x^ x^^ .... x^ affectus. Inyentis aequa- 
tionum differentialium (8.) Inte^alibus (9.)) earum fit Multiplicator 

idemque ex antecedentibus fit Multiplicator aequationum differentialium propo- 
sitarum (1.). Quarum igitur cognitis duobus Multiplicatoribus M et AT^ dalur 
absque Quadratura Inte^ale 

AT MÄm-^-l 9jrm+2 BXm^-Z ' ' ' * dXn 

Quod substituendo ipsarum x^^^'i ^m+39 •••• ^n valores per or^^i exhibitos 

in aequationum C^^O Inte^ale abit. Hamm aequationum praeterea vidimus 

ultimam inte^ationem Quadraturis absolvi. Unde propositis aequationibus dif- 

ferentialibus , 

dx : dx^ . . . . : dx,, = X: X^ .... :X^ ^ 

in quibus functiones ^m+19 X^^2^ • • • • ^n variabilibus x, Xi^ .. .« x^ va- 

cant simulque fit 

dX 1 dX^ I dX m .^ 

dx ' ÖjTj "*' ' "SfjTm ' 

si datur Multiplicator et ipse variabilibus x, x^^ .... x^ vacans, duae inte* 
^ationes per Quadraturas absolvuntur; si vero datus Multiplicator variabilibus 
x^ Xi^ .... Xn afficitur, una aliqua aequatio inte^alis absque omni Quadra- 
tura constabit atque altera inte^alio Quadraturis efficietur. 

Antecedentia exemplo esse possunt, ad aequationes differentiales inte- 
grandas e Multiplicatoris cognitione semper fructum aliquem percipi, etsi ultima 
integratio absque eins auxilio Quadraturis absolvi possit. Neque nessarium est 
ut in antecedentibus aequationes (4.) sint Integralia ipsarum aequationum diffe- 
rentialium (2.')^ vel aequationes (9.) sint Integralia ipsarum aequationum diffe- 
rentialium CS.). Nam secundum ea quae §. 12. tradidi, Constanti Arbitrariae 
post quamque novam integrationem accedenti valorem tribuere licet particula- 
rem quemcunque. Sufficit ut quaelibet aequatio fi =• Const. sit Integrale aequa- 
tionum differentialium quocunque modo transformatarum per aequationes inte- 
grales ante eam inventas, 

/i = ^19 17 =^ ^i'i .... fi^x == a,_M 
in quibus ad dextram habentur quantitates constantes quaecunqne parHeoIares. 
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17. 

Beitr&ge zur Kreistheilun^. 

(Von Hrn. Sind. G. Eisenstein zu Berlin.) 



Cls sei p eine positiye ungerade Primzahl, r eine Wurzel der Gleicliung 

1. ^^^ = 0, 

X— 1 ' 

Ol eine primitive Wurzel der Gleichung 

2. üßP-' = 1 
ist Dies Torausgesetzt, kann man bekanntlich die ganze Theorie der Kreis^ 
tkeihtnjf oder der Auflösung der Gleichung (1.) auf die Betrachtung der 
folgmden Reihen zurflckfohren: 

3. y(a, ß) =*'2"*a»-'-^*r^* , 

mit denen wir uns hier beschäftigen wollen. 

Wenn man die Werthe dieser Reihen fOr jeden ganxen Werth yon a 
und ß kennt, so lafst sich alles Übrige leicht daraus ableiten. Die Bestim- 
mung der Perioden yon pien Wurzeln der Einheit, so wie die Auffindung der 
Wurxdn selbst, erfordert dann nur die Auflösung linearer Systeme yon Glei- 
ehungen, bei welchen die Coöf&cienten, also auch die Multiplicatoren, p— Ite 
Wurxeln der Einheit sind. CGtnt/i disq. arith. ArU 360.) 

Hau hat zunächst, wie aus dem blofsen Anblick der Reihen zu sehen, 
4. 9(a, ß) = H>{a\ ß% 
wenn a^a' (mod./i — I) und /9^/9' (mod./i); femer 

5. . 9)(a, 0) = 0, 
wenn a nicht durch p—\ theilbar ist und 

6. y(0,/?) = -I, 
wenn ß nicht durch p theilbar ist; dagegen 

7. 9(0,0) = p—i. 
Hieraus folgt, dafs nur diejenigen Reihen zu betrachten nöthig sind, in wel- 
chen a und /9 die Werthe 

OL = 1, 3, 3, . . • • p — 2, 
ß = li| 2, 3, .... /^"-"l 
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haben. Die Relationen, welche zwischen diesen Reihen stattfinden, sind dop- 
pelter Art, je nachdem man a oder ß sich ändern lifst. 

Was zunächst die Functionen q>(oL^ ß) betrifft, insofern man ß als ya- 
riabel ansieht, so behaupte ich^ daß sich eine solche Reihe immer auf die ein- 
fachere 9(a, 1) zurückfahren lifst. In der That, wenn man ßk = k' setzt, 
so sind die Werthe, welche k' durchläuft, abgesehen von den Vielfachen 
Ton p, wieder die Glieder der Reihe 

1, ♦, *3, •••• p "~~ 1 , 

wenn auch in anderer Ordnung. Aus ßk=^k' folgt nun 
Ind. /9 + Ind. * = Ind. k' (mod. ;> — 1 ), 
also hat man 

felglich 

8. y («,/?) = Ol— ^•'•'y(a, 1). 

Alle Reihen von der Form q>{a^ß) reduciren sich demnadi auf d^e folgen- 
den /> — 2: 

9. y(I,l), 9(2,1), y(;,_0^1). 

Wenn a ein Theiler von /t — 1 ist und man hat /? — 1 ==s ma, so ist oT* = 1, 

folglich aus der Fwmel (8.) 9 wenn man dem ß nach und nach die Werthe 

1 , 2, o , • • • • tn 

giebt: 

y («, 1) y (a, 2) . . . • 9(0, tn) ^ <p (a, !)"• = y (a, ßT. 

Da nun der Ausdruck links offenbar eine symmetrisdie Verbindung aller Wur- 
zeln der Gleichung (1.) ist, so wird die Potenz 9(0, 1)*^ eine bk>fse Func- 
tion von CO* sein, d. b. sie wird einem Ausdrucke von der Form 

10. i44-Äai«-f Ccci^4-.-,.+//coP-^* 
gleich sein, wo A, B, C etc. reelle ganze Zahlen vorstellen. Ffir den Wertb 
von 9(a^ 1)"* wird sogleich hieraus gefunden: 

11. A-\'BiD''-]'Cd^ + . . . 4-1/01^/— ^>'. 
Wenn t za p — 1 relative Primzahl ist, so mufs man bis zur p — Iten Potenz 
von q>{t,\) aufsteigen, ehe man zu einem Ausdrucke von der Fonn(100 gelangt 
Um neue Relationen zu erhalten, wollen wir die beidm Reihen 9(0, 1) 
und 9>( — a^\) mit einander mult^liciren. Es ist 

y(a, l)y(— a, 1) = "s* *'2"V«'"^-*-'^'^»'>r*+*^ 

Ast l'SBl 

Da hier fQr jeden stehenden Werth von kl, k die Werthe 1, 2, ..•• |^ — 1 
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durehlaofen soU, so kann man auch k durch kfa ersetzen, wenn man a für 
jeden Werth von kf dieselben Werthe 1, 3, «... /i— t durchlaufen läfst. 
Wenn man noch bemerkt, dars 

a(Ind.Ar'<i— Ind.*') = alnd.a 
ist, so zeigt sich, dals die obige Doppelreäie durch diese Substitution in 

übergeht Die Summation nach kf kann jetzt ausgefflhrt werden; man hat 
nämlich für jeden Werth von a, mit Ausnahme des Werthes a=^p — 1, 

dagegen för den Werth a=^p— l^ 

also wird der Werth der Doppehreihe: 

«« ip« M. l _ jpa Ind. 2 _ Q^^ _ ^a Ind^C^«) ^ (|, _ j ) („a Ind. (p-l) 

weil Ind.(;>— l) = i(/>— 1) und co»«'^»>== — 1 ist Man hat daher das merk- 
wflrdige Resultat: 

12. <p(«, l)<p(-a,l) = {-iY.p. 
Wir wollen die Anwendbarkeit desselben durch ein Paar Beispiele nach- 
weisen. Es sei zuwst a=:i(/?— 1), also ai" = — I. Da in diesem Fall 
a^—a (mod. ji> — 1), also y(a, l)y(— «, 1) ist, sc geht {12.') in 
y(i(F— 0. 0' = (— l)*^'^*^/^ über, woraus 
y(i(F-i).0 = l^U-l)*^'^'^/^), d. h. 

13. \s"'(|)^* = l^CC-l)»^'^^^;^) folgt; 
welches die bekannte Gaulsische Formel ist Die Gleichung (]8.) liefert hierzu noch 

Das Zeichen der Quadratwurzel bleibt, wie zu vermuthen war, un- 
bestimmt, und kann auch der Natur der Sache nach nicht durch die Kreis- 
theilung selbst bestimmt werden. Alle andern Unbestimmtheiten können durch 
angemessene Betrachtungen leicht gehoben werden; aber diejenigen, welche 
die Wurzelzeichen hineinbringen, erfordern ganz besondere Untersuchungen, 
und ihre Beseitigung gehört zu den schwierigsten Problemen der Arithmetik. 
Für den in Rede stehenden Fall haben Gaufa und Lefeune Dirichlet die 
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Schwierigkeit durch höchst eigenthOniliche und merkwürdige Belrachtungen 
überwunden, welche das bewunderungswOrdige Genie dieser beiden berühmten 
Mathematiker ins hellste Licht setzen; aber ihre gleichsam auf diesen spedel* 
len Fall berechneten Principien scheinen bei andern FAllen ihre Anwendbarkeit 
zu verlieren. 

Zweitens sei für den Fall, dafs p von der Form 3»i-f 1 ist, a = 
iip — i)^ so dafs (o" eine imaginfire dritte Wurzel der Einheit wird, die 
wir durch p bezeichnen wollen. In diesem Falle giebt die Formel C^^O 

viUp-i)^0<p(iiP-i),i) ^ p. 
Nun lassen sich die drilten Potenzen der beiden Factoren auf der linken Seite 
auf die Form 

vCi(P-th ly = A^-Bq, vCi(p-ih ly = Mß9' 
bringen, wo A und B reelle ganze Zahlen sind. Von der andern Seite weifs man, 
dafs die Zerlegungen von p^ (als Norm betrachtet) in complexe ganze Zahlen, 
die aus dritten Wurzeln der Einheit bestehen, sich alle aus den Zerlegungen 
von p ableiten lassen. Wenn nämlich p=p^p^^ wo ;i| = a-f Ap, /i2=i 
^-f-6p^ und a, i ganze Zahlen sind, so kann man nur setzen: entweder 

P^ =^ p\xpU ^^^^ 

P' =^PPiXpp2. 
Da nun 9C}(p — i)^ 1} selbst keine complexe ganze Zahl ist, so bleibt die 
erste Zerlegung ausgeschlossen und man hat also zu setzen: 

J + Äp == pp,, 4+Äp' = pp%, 
woraus 

15. 2(i'--V = y(;i;i.), 2p^"-^"r* = ^(^I^O 
folgt. Die Cubikwurzeln bleiben natürlich unbestimmte aber man hat sie so 
zu wühlen, dafs 

}^(PPi) : ^{PP'2) = P wird- 
Die Unbestimmtheit, Vielehe dadurch entsteht, dafs man nicht weifs, welche 
von den zu derselben Gruppe gehörigen complexen Zahlen für p^ zu neh- 
men sei, lifst sich leicht durch Betrachtungen beseitigen^ von denen spAter 
die Rede sein wird. 

Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeinen Untersuchung zurüde, und 
stellen uns die Aufgabe, den Werth des Productes 

y(«, 1) <p(ß, 1) 
zu finden, wo vorausgesetzt wird, dafs weder a noch ß^ noch ihre Summe 
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a-f /^ durch p — l theilbar ist. Dieser Werth wird durch die Doppelreihe 

issp-l l'sssp^l 

gegeben. Ersetzen wir hier, wie oben, k durch Ar^er, was erlaubt ist, weil 
fttr jeden stehenden Werth von k^ die Reste der Vielfachen k^o nach dem 
mod./^ mit den Werthen von k susammenfallen, so kommt 

ossl Vssl 

Um hier die Snmmation nach k^ auszufahren, bedienen wir uns der beiden 
Formehl (5. und 8.). Die Formel (5.) zeigt, dafs für den Werth a = p—t 
die Summe nach k^ verschwindet, weil sie 

<p(a + /9, p) = <p(a + /9; 0) 
wird. FOr die übrigen Werthe von a hat man 
2».cü<«+/»)'"^*'r<'+'5*' = y(a4-/9,a+l) = cü-<«+«'»^-c*'+*)<p^^ nach (8.). 

Man eriiilt also, da jetzt der Ausdruck 9(a-f /?, 1), der kein a mehr enthalt, 
als gemeinschafllicher Factor aller Glieder heraustritt. 

Wir werden daher zu d^ neuen jnerkwflrdigen Fundamentalformel geführt : 
16. 



y(g> i)V{ßß 1) ^^^^fj(^alad.c{a-^ß)lnd.{o+l) 



9 («+/»>!) a«l 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist offenbar eine complexe ganze Zakl, 
welche aus den Wurzehi m zusammengeisetzt ist; also ist der Ausdruck 

y(g> i)y(Al) immer einer complexen ganzen, aus p — Iten Wurzeln der Ein- 
heit zusammengesetzten Zahl gleich. 

Wenn man die beiden Resultate (12. und 16.) yerbindet, so erhfill man 

vl»ßi)V(ßA) y(— a>l)y(— />.!) ^ {-lyp .j -pßp _ 

9(a+/J, 1) V(— «— AI) t— 1)*+^7~^ 



also 






Man sieht hieraus, dafs, wenn m irgend ein Theiler von p-^l ist, die 
Primzahl p sich immer in das Product zweier complexen ganzen Zahlen mit 

Cr«Ue*t Jounua f. d. M. Bd. XXYII. Heft 3. 35 
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mten Wurzeln der Einheit zerlegen lifst, die übrigens eine ans der andern 
hervorgehen, wenn man statt der Wurzel ihren reciproken Werth nimmt, so 
dafs die Primzahl p als die Norm einer jeden yon beiden erscheint. 

Durch eine specielle Anwendung dieser Formel auf die beiden Fülle, 
wo p eine Primzahl yon der Form 4ii-f-l oder 3it-f 1 ist, erhalt man, wenn 
man in beiden Fallen a und ß durch n theilbar annimmt, die folgenden beiden 
interessanten Sitze. 

Lehrsatz. j^Wenn p eine Primzahl von der Form 4ii-f 1 i^ff 
f die Quadratfvurzel |/— 1 bezeichnet, und man setzt 

1 = 1 
so ist 

p = 4^+ÄV' 

Lehrsatz. y^Wenn p eine Primzahl von der Form 3it-f-l ist, 
ff eine imaginäre CuUkumrzel der Einheit bezeichnet, und man setzt 

so ist 

p = A'—AB + Br 

Man sieht, dafs durch diese Sätze nicht allein ein neuer Beweis fQr 
die Darstellbarkeit der Primzahl p durch die quadratischen Formen, resp. mit 
den Determinanten —1 und — 3, gegeben ist, sondern dafs auch die Werthe 
der Variabein y welche dieser Darstellung entsprechen und welche auf den 
ersten Blick als sehr complicirte numerische Transcendenten erscheinen, durch 
eine höchst einfache analytische Formel ausgedrückt werden, nach welcher 
man sie auch, wenn man will, mit grofser Leichtigkeit berechnen kann. 

Für j9 = 13 z. B. hat man 

* = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12; 
Ind.* = 0,5, 8,10, 9, 1,7, 3,4, 2,11, 6; 

Ind.CÄ'+Ä) == 

Ind.Ä+Ind.(Ä-fl) = 5, 13, 18, l9, 10, 8, 10, 7, 6, 13, 17; 

Ind.*+Ind.(*4-1) = 1, 1, 2, 3, 2,0, 2,3, 2, 1, I (mod.4); 

also 

A'\^Bi = r+4t*+4i^+2i' = 14-41-4-21 = -3 + 2i; 

also ist 

13 = 3'+ 2' = 9+4; wie in der Thal. 
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Die einmal berechneten Werthe von lnLk'\'lvLL{k'\-{) dienen nun auch 
gleichfalls, um die Zerlegung 

13 = Ä' — AB-\^B^ 

zu finden. Man mufs zu dem Ende, ebenso wie wir oben ihre Reste nach dem 
mod.4 suchten, jetzt die Reste derselben Zahlen nach dem mod. 3 nehmen. 
Diese Reste sind 

2, 1, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 0, 1, 2; 
folglich ist 

A-\-Bq = 24-6(1 + 3(1^ = -l + 3p, 13 = 1 + 1.3 + 31 

Wenn p — 1 == ma und f/i>>'2 ist, so hindert nichts, in der 
Formel (tV.) ß=^ — 2a zu setzen, weil für diesen Werlh keine der drei 
Zahlen a, /?, ^+i^ durch p — 1 theilbar ist. Die Formel wird dann, wenn 
man noch der Kärze wegen cu"" == ^ setzt, so dafs C ^ui^ primitive mle Wurzel 
der Einheit vorstellt, 

Ä=l Jt = l 

Hieraus zeigt sich, dafs man alte Zerlegungen einer vorgelegten Primzahl p 
in complexe ganze Zahlen durch einen gemeinsamen Algorithmus finden 
kann, wenn man ein für allemal für diese Primzahl die Werthe von 
Ind.A:+Ind.(Ar+l) berechnet; durch diese Werthe findet man nach und nach 
alle ZerfiUungen, welche den verschiedenen Theilern m von p — 1 entsprechen, 
wenn man die Reste dieser berechneten Werthe nach jedem einzelnen Thei- 
1er m sucht, und dann ganz einfach zählt, wie oft sich unter diesen Resten 
die Null, wie oft die Eins, die Zwei etc. befindet; die so gefundenen An- 
zahlen sind dann die Elemente der complexen ganzen Zahl mit mten Wur- 
zeln der Einheit. Auf diese Weise sind z. B. nach dem nachstehenden 
Schema die ZerfAÜungen der Primzahl /i == 6 1 in das Product aus zwei com- 
plexen ganzen Zahlen mit 3ten, 4ten, 5ten und 12ten Wurzeln der Einheit 
berechnet. Man kann durch dasselbe Schema auch noch die Zerfillungen in 
complexe ganze Zahlen mit 15ten, 20ten und 60ten Wurzeln der Einheit, 
also alle überhaupt möglichen Zerfällungen finden. Durch (», i, X ist resp. 
eine dritte, vierte und fünfte primitive Wurzel der Einheit bezeichnet. 
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»t = 3 



i Reste 0, 1, 2| __ j 

JAMald20, 15, 24f' "* — *j 
(Reste 0, 1, 2, 3, 4 j 
"» = 5JAiiaüdl2, 12, 6, 15, 14 | 



Anzahl der Reste. 

) Reste 0, 1, 2, 3 
AnzaM 17, 



), 1, 2, 3| 
r, 12, 12, 181' 



m 



j Reste 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 
== ^^ JAnxahl 6, 6, 6, 6, 5, 4, 6, 4, 6, 2, 0, 8 
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Also sind die Gomplexen ganzen Zahlen 

m = 4, 17-f 12t— 12— 18t = 5 — 6t, 

«1 = 5, 12-fl2i+6r+15i»4-14r = — 6;L'-f 3i'+2iS 
«i=t2, 6-|-6t(>4.6t''p'+6t*'p^+5tV+4tV+6?p^4-4tV+6?p** 
+ 2tV4-8i"p" = (>(5 + 6t). 



Wenn a ein Theiler von p — 1 und p — 1 =^ma ist, so ist die mte 
Potenz von ^(o, 1) einer ganzen complexen Zahl mit mten Wnrzehi der 
Einheit gleich. Wir sind jetzt im Stande, diese ganze complexe Zahl direct 
hinzuschreiben. Es sei nfimlich der Kflrze halber allgemein 

dann nimmt die Gleichnng (16.) folgende Gestalt an: 

für jeden Werth von a und /?, wenn nur weder diese beiden Zahlen selbst, 
noch ihie Summe durch p — 1 tfaeilbar sind. Setzt man nun in diese Formel 

nach und nach 

/? = a, 2a, 3a, .... (n — l)a, 

multiplidil alle so entstehenden Gleichungen mit einander und hebt auf beiden 
Seiten die gemeinschaftlichen Factoren fort, so erhält man 

19. y;{ay = Ä[a, a] Ä[a, 2a] Ä[a, 3a] Ä[a, (n— l)a] v(na), 

und diese Formel gilt, wenn keine der Zahlen 

a, 2a, 3a, .... na («^0 
durch p — 1 theilbar ist. Ist also namentlich a ein Theiler Ton p — 1 und 
p — l=fiia, so kann man n = m — 1 nehmen und erhält dann aus der 
Verbindung von (19.) mit der oben bewiesenen Formel 

ip{(m-l)a)y;ia) = yj(-a)y;{a) = (-!)«;> 
die folgende: 

tp^a)^ = (— l)VÄ[a,a]iS[a,2a]Ä[a,3a] .... Ä[a,(iii — 2)a]. 
Setzt man daher 0;' = ^, so dafs ^ eine primitive m\e Wurzel der Einheit 
wird, so hat man, wenn p — 1 =fiia ist, 

20. V^CoY* = ( lYp S ^"**-*i-2'»**-l*i+>)+InJ.I:»-3 Ind.(*,+l)+....+I»d.».,^-C'»-^)Ind.(»m-t+0 
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wo die Summation sich gleichzeitig Aber alle Werlhe von ki^ k^^ .... Ar^., 

aus der Reihe 

1, 7, 3) • • • • p — 2 

erstreckt. Diese Formel ist merkwürdig, wenn man bedenkt, dafs durch die- 
selbe direct gegeben sind: 

1. alle Werthe von rp{a)^ also auch, wenn man C durch ^' ersetzt, alle 
Werthe von rp{at)^ wenn a Theiler von p — i ist, also Oberhaupt die 
Werthe von ^(a, 1) für jeden Werth von ce, mithin nach (8.) auch die 
Werthe der sfimmtlichen Reihen (p{a^ß). Also auch 

2. alle Perioden von Wurzeln der Gleichung r- = ü; folglich 

3. die Auflösung aller Hfllfsgleichungen und 

4. die vollständige Auflösung der Gleichung (1.)? wenn man, wie dies ge- 
wöhnlich geschieht, die der Gleichung sc^^ = 1 als bekannt voraussetzt. 

Setzt man in der Formel (19.) a = 1, so sieht man, daüs alle Reihen 
xp{n) sich durch die mnzige ^(1) rational, d.h. nur mit Hülfe von p — Iten 
Wurzeln der ^Einheit ausdrücken lassen; also lassen sich überhaupt alle Reihen 
9)(a, /?) durch die einzige ^(l, 1) rational ausdrücken. 

Den Ausdruck ^(1) findet man nun einfach wie folgt. Nach der For- 
mel (20.) ist die Potenz ^^(1)''''^ einer complexen ganzen Zahl mit p — Wen 
Wurzeln der Einheit gleich, die man leicht mit Hülfe der Tabelle für die 
Indices berechnen kann, und die wir durch T bezeichnen wollen. Ist nun 

p—\ = arb^cr , 

vio a, h^ c .... verschiedene Primzahlen bezeichnen, so kann man setzen: 

und dann hat man 

«« 6^ er 
21. v'(l) = yT^.yT^'.^T'''.... T^'i 

wo m, tn\ m'\ .... t positive ganze Zahlen vorstellen. 

Aufser den hier vorkommenden Wurzelgröfsen, unter deren verschie- 
denen Werthen man eine beliebige Wahl trefl^en kann, ersoheinen also bei der 

ganzen Auflösung der Gleichung j- keine neuen Wurzelgröfsen; wodurch 

denn jede Unbestimnitheit versch\^indet. 

Berlin im Februar 1844. 
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Notiz über einige Producten- Ausdrucke. 

(Von Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 
(Anssng tos einem Briefe deitelben an den Heranigeber dieses Journals.) 



In dem dritten Supplemente zur Integralrechnong (Bd. 4. S. 146 d. deutsch. 
Übers.) findet Euler durch verwickelte Betrachtungen den Ausdnick 

Eine andere Beweisführung ist mir nicht bekannt Indessen ist dieser Aus- 
druck nebst vielen andern in einer Formel enthalten, deren Ableitung so 
leicht ist, dafs ich sie Ihnen nicht mittheilen wflrde, wenn sie nicht vielleicht 
in den Elementen eine passende Stelle fiBnde. 

Aus den bekannten Formehi 

• 2mn 2mn 2m— 2m 2n4-2iii in— 2m 4n-}-2iii , 

Sin — = — = -71 — . — n • — Tt . — 3 • — -t • • • • wnd 

2n 2h 2n 2n 4n 4n 

. mn mn 2n — m 2n4'»» 4n — m in-^-m 

^'^ir — IHT' 2n • 2"Ä~* in ' in •••" 

ergiebt sich nemlich sogleich, da 
ist, die Formel 



sm -s — = 2sin -^ — cos 75— 
2n 2n 2n 



mn 2n —2m 2M+2m 4m — 2m 4n+2m 

cos .^ — — -— • -— — , • . • • I . • • • 

2m 2n— m 2»-fm 4n — m 4n-{-m 

Setzt man in dieser Formel iit=:l, »=3, so findet man, flbereinstimmend 
mit Euler» Resultat, 

Setzt man in=1, n = ?, so hat man die bekannte Formel 

cos*D — 2 — 3*6*7'9 

Ebenso ergiebt sieb, wenn man m = 2, n = 5 setzt, 

,,,. _ 4 6 14 16 24 

yo-\-l~ T* 8"*12* 18*22 

nnd so weiter. 
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Auch ergiebt sich daraus 

mn mn 2n — m 2n — m 2n4-w 2H^m 

"^ ^TT ~ 2Jr"""27i 2n~2m* 2n •2n + 2« • •' 

woraus sich wieder viele Ausdrflcke ableiten lassen. Setzt man s. B. m = 1, 

n = 3, so hat man 

ww_ 1 _ « * Ä 7 7 11 11 
logw — :j^ — -g • 6"-T-6"-"8 -IJ-IO- 

Da auch 

. mn m 2w — m 2n+i>» 4n-rm 

Sin n ■^— — • • o • «% • • • • 

2m n 91 3n 3n 

ist, SO hat man femer 

mn m 2n^m 2n— m 2n4-m 2»i-f<n 4n — m 4w~-m 

**"<f"2^ ~ 7r*2n— 2m' ^J •2»+2m" 3w •4ii-.2m- 3» '•• 

Gottingen am 12ten Hfirz 1844. 
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19. 

Aufgaben und Lehrsätze. 



Theoremes arithmetiques. 

(Par Mr. 6of/A. ^CM;»fe/n VBeriin.) 

Kin desifnant pwc fii(ß) VstUter inunediatement plus petit que i2^ j'ti trouve 
les tbeoremes suivants. 

I. M el N etant deux enäers qoelconqaes dont le second ne divise 
pas le premier, on aura 

II. Le retidu tninimum de üf ponr le modale N est egal ä 

. Fat *°^"* • 2AI*« , »«1 

III. M et N etant tOQS les deiix hnpain et premiere mtre eux, 
on a 

ifV. p 6tant im nombre premier, a na nombre impiär etnon^divisible 
par Pf on aura T^quation ^igante: 




V. M et JV etant premiers entre eox et tous les denx ^ 1 <mod. ^), 
OB aura ^ 



':?>(^)+?*(^)-^^^=^^^ 
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keilsrecbnung,'' von Dr. L. Öttinger, Freibarg L Br. 1840, §. 1. Nr. 6. «nd 
§.5. zu finden. Dort ist diese Aufgabe nur als die erste eincar Reihe anderer«, 
sich auf Polynome beziehender Aufgaben behandelt. 

(Nachtrag des Herausgebera d. Journ. su der Aufgabe.) 

In dem Abdruck derselben befindet sich eia Druckfekletj und zwar 
ersichtlicher wehe; denn was da steht, giebt keinen bestimmten Sinn. Vor 
dem Worte ,, Glieder'' fehlen nemlich zweimal, in Z. 6 und Z. 12 v. u., die 
Worte „nach den a verschiedenen.'" Der so vaUstfindig au^edrückte Satz, 
dafs die Anzahl der sämwtlichen^ nach den a verschiedenen GUßdern der 
Enlwicklung[ van (a,, -f n, x -f o, ;r^ . . . -j- a^. ^""T ^f- glichen oder ungleichen 
Potenzen vdk x allgemein durch den Binomtal -- Cot ffidenten (m-f it)„ oder 
(m-fn)^ ausgedrückt wird, ist dann richtig. Z.B. es ist fflr it = 2, iii=4: 

+ 4#,«;( +t2ii|a,Ä;( +§ar;«J 

+ ^a^a\ la?'+4Ä,;aJla?^-f-4ai<a?^,-f'aJa;«; 

und hier ist die Anzahl der sAmmtlichen nach den ii verschiedenen Glieder 
mit gleichen und ungleichen Potenzen von x^ == l-|-l-{-2-|-2-f3-f-2-f '^+^-F* 
= 15 = 62 = (iw-f »)^. Der Satz ist Kxxdi bekannt, wie es die Aufgabe 
bemerkt. Er findet sich z. B. in einer Abhandlung von Brianehon im 25ten 
Heft des Journal de Fecole polytechnique. 



Druckfehler im 26ten Bände. 
S. 89 Z. 13 T. 0. lese man \o%(i+ A^u ..4.) statl I»ng(l4-ili «•• ••) 

Tm 27ten Bande. 
S. 106 Z. 12 y. 0. ist vor ajpj h/P^ cJ^^ dJ^ das Zeichen — za setzen. 






, yQ/r-.^/^/u^ ^ 



4.4U4l«^>iu*.t^ 
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nmter 
t|w#^»u« %w^ AoM.<uwv%^';-/^-«ei a und 
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20. 

Elementare Ableitung einer merkwürdigen Relation 
zwischen zwei ungleichen Producten. 

(Von Hrn. Stud. 6. Eiscnsiein zu Berlin.) 



JLras fruchlbariB Princip, dessen man sich in der Integralrechnung zu bedienen 
pflegt, um mit Hülfe von Doppel -Integralen die Werthe einfacher bestimmter 
Integrale zu finden, lifst sich auch mit Erfolg auf die Theorie der Reihen und 
der unendlichen Producte anwenden. Um Relationen zwischen Reihen oder un- 
endlichen Producten zu erhalten, kann man von unendlichen Doppelreihen oder 
unendUchen Doppclproducten ausgehen und die Summation oder die Mnitiplica- 
tion abwechselnd zuerst nach dem einen und dann nach dem andern Index 
ausführen. Man gelangt durch dieses Mittel auf ganz elementarem Wege zu- 
weilen zu sehr merkwürdigen Resultaten. 

Ein Beispiel statt aller wird genügen, um den Geist dieses Verfahrens 
anschaulich zu machen. 

Es ist bekanntlich für jeden reellen und imaginären Werth von x: 

n (l-— ) = ^(if»^''")^^*^-'^;, 

wenn man die Multiplication auf der linken Seite über alle positiven und ne- 
gativen ungeraden Werthe des Index fi ausdehnt. Schreibt man in dieser 

Formel in? statt x und bemerkt, dafs 

Pf* \ ' PH /\ Pft + qf 

ist, SO erhält man 

n (i - .1-) n (i- -^) = i (/^"•4- e^-"') 

folglich 

Man nehme jetzt das unendliche Doppelproduct 

in welchem sich die Multiplication über alle positiven und negativen ungeraden 

CreUe s Journal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 4. 37 



28G ilO. BisensteiHf Rekttion zwUehen unendUehen Proiucten. 

Werthe der beiden Indices fi und fi' erstrecken soll. Die beiden Constanten 
A und A' können beliebig complex gewählt werden, jedoch mit der Beschrfin- 
kong, dafs der imaginfire Theil -j- nicht verschwinden darf. Diese Beschrän- 
kung ist nothwendig, weil im entgegengesetzten Falle das unendliche Doppel- 
product nicht convergiren würde; wovon man sich leicht fiberzeugt, wenn man 
erwägt, dafs der analytische Modul des Ausdrucks 

jeden Grad der H[Ieinheit erreichen kann, wenn der imaginäre Theil von --r 

verschwindet, oder dafs derselbe doch wenigstens einem bestimmten Ausdrucke 

Af 

fflr unendlich viele Werthe von fi und fi' gleich werden kann, im Fall -j 

einen rnAonn/^n Werlh haben sollte; dafis dagegen dieser Modul f&r einen von 

A* 
Null verschiedenen Werth des Quotienten -j- einmal immer Ober einer gewis- 
sen von Null verschiedenen Grenze liegt, also ein positives Minimum hat, und 
ferner auch unter jeder beliebigen gröfseren Grenze nur f&r eine endliche An- 
zahl von Werthen der Indices liegen kann« 

Dieses vorausgesetzt, kann man jetzt die Multiplication in dem Pro«* 
ducte (2.) nach dem einen Index fi verrichten, indem man in der Formel (1.) 
p = A, q = fi^ A' selzl Dadurch geht das unendliche Doppelproduct (2.) 
in ein einfaches Froduct fiber, dessen allgemeiner Factor die Form 



erhält. In diesem Ausdrucke mufs fi* alle positiven und negativen ungeraden 
Werthe erhalten; wir wollen daher diejenigen Werthe desselben wirklich mi^ 
einander multipliciren, welche entgegengesetzten Werthen des Index entsprechen. 
Dadurch verwandelt sich der allgemeine Factor in den folgenden: 



iC 



wo aber fi' nur positive Werthe bekommen darf. Das unendliche Doppel- 
product (2.) findet sich also auf folgende Weise ansgedrOdt: 



3- n^ (i+*^ 



20. Ei$eH$tein, Relation zioisekm unendlichen Producten. 287 

WO der Kflrze wegen ä=«^ k=e^ gesetzt ist, und wo das Multiplica- 
tionszeichen sich auf alle positiven, und ungeraden Werthe von fi' bezieht. 

Geht man nun wieder von dem unendlichen Doppelproducle (2.) aus, 
verrichtet aber die Multiplication nach dem Index ^\ so wird man, wie es 
sich auch schon aus dem symmetrischen Verhalten des Products in Beziehung 
auf die beiden Constanten A und A' schliefisen Ififst, auf ein ganz ähnliches 
Resultat (3.) geführt; nur mit dem Unterschiede, dafs A und A' mit einander 
vertauscht erscheinen. Wir haben demnach die folgende merkwflrdige Rela- 
tion zwischen zwei unendlichen Producten: 

WO der Kflrze wegen 



.tA LI -Z^' 



A'ni Ani 

k = e^ , k' = e^' 
gesetzt worden ist, und wo die beiden Multiplicationen links und rechts sich 
auf alle positiven ungeraden Werthe von fi beziehen. 

Man kann auf ahnliche Weise auch von den beiden unendlichen Doppel- 
produeten 

ausgehen, wo die beiden Indices l und V alle geraden Zahlen 0, ±2, +4 etc. 
repräsentiren, während fi die Werthe ±1, ±3, +5 etc. durchläuft; wo je- 
doch bei dem ersten dieser beiden Producte die Combination A = 0, il^==0 
ausgeschlossen bleibt. Da die Rechnung der obigen für das Product (2.) sehr 
ähnlich ist, so wird es genügen, die Resultate^ hinzuschreiben. Man erhält 

37» 
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Die Buchstaben h, h\ k, kf bezeichnen hier genau Dasselbe wie in der Glei- 
chung (4.) und l und fi erhalten die Werthe 

i = 2, 4, 6 etc-; ^ = 1, 3/5 etc. 
Durch einfache Division der in (2. und 5.) aufgestellten Producte erhftlt man 
die ellipfischen Fmictionen. Die Betrachtung dieser unendlichen Doppelproducte 
scheint um so wichtiger, weil sich aus ihnen unmittelbar die doppelte Perio- 
dicitfit der elliptischen Functionen, so wie die Werthe der Yariabeln ergeben, 
fQr welche die letztern verschwinden oder unendlich grofs werden, so dafs 
man hier ein vollständiges Bild von dem Gange dieser wichtigen Functionen 
erhalt. Überhaupt scheinen die unendlichen Producte den Character einer 
Function besser auszusprechen, als jede andere Entwicklung. 

Die hier angestellte Untersuchung ist übrigens so elementarer Natur, 
dafs sie sich wohl eignen möchte, den Anffinger in die Theorie der elliptischen 
Functionen einzuführen. 

Berlin am lOten Februar 1844. 
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21. 

Beweis des Reeiprocitatssatzes für die cubischen Reste 

in der Theorie der aus dritten Wurzeln der Einheit 

zusammengesetzten eomplexen Zahlen. 

(Von Hrn. Sdid. G. Eisenstein zu Berlin«) 



Uas Reciprocitfitsgesetz fDr die quadratischen Reste, dessen strenger Beweis 
trotz der Bemfihnngen der ausgezeichnetesten Mathematiker früherer Zeit bis 
auf Gaufs vergeblich gesucht worden war, ist von dem berühmten Verfasser 
der Disqvnsitiones arifAmeticae auf sechs von einander gänzlich verschiedene 
Arten bewiesen worden. Diese sechs Beweise, von denen jeder ein unschätz- 
bares Kleinod genannt zn werden verdient, und ihre Principien liegen nun als 
ebenso viele Muster vor, um auf Untersuchungen höherer Art angewendet zu 
werden. Die Betrachtungen dieses unübertrefflichen und in seiner hohen Ge- 
nialitfit so einzig dastehenden Mathematikers sind aber so überaus eigenihüm- 
licher und delicater Natur, dafs selbst das blofse Studium derselben nur einer 
geringen Zahl Bevorzugter vergönnt zu sein scheint, wahrend die weitere Ver- 
folgung und Benutzung seiner Gedanken mit den gröfsten Schwierigkeiten ver- 
knüpft ist Dessenungeachtet lassen sich die in diesen Beweisen niedergeleg- 
ten Principien ohne Zweifel auch auf schwierigere analoge Untersuchungen 
anwenden, und dies ist ja eben das unverkennbare Zeichen des Genies^ dafs 
es auf den Wegen, welche es einschlägt, nicht allein unfehlbar das vorgesetzte 
Ziel erreicht, sondern auch zugleich die Mittel zur Besiegung gröfserer Schwie- 
rigkeiten vorbereitet. Indem wir den letzten und merkwürdigsten Beweis des 
grofsen Meisters einer aufmerksamen Betrachtung unterwarfen und den Ideen- 
gang verfolgten, durch welchen der Verfasser auf denselben geführt worden 
sein dürfte, bemerkten wir, dafs aus einer ähnlichen, aber viel näher liegen- 
den Quelle, eine Reihe sehr allgemeiner Sätze geschöpft werden könne, welche 
für die Reste der höheren Potenzen dieselbe Stelle ausfüllen, die das bekannte 
Reciprocitätsgesetz in Beziehung auf die quadratischen Reste einninmit. 

Wir beschränken unsere Untersuchung in der gegenwärtigen Abhandlung 
auf die cubischen Reste, und werden besonders den schönen Reciprocitätssalz 
beweisen; welchen Hr. Professor Jacobs mitgetheilt hat, von welchem aber, 
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so viel ich weifs, noch Niemand einen Beweis zu geben versucht hat. Da 
sich demnach hier zum ersten Male aOgemeinere Sfitze Aber die Reste der 
höheren Potenzen und über die Theiler der Ausdrücke höherer Ordnung nicht 
auf dem Wege der Induction, sondern auf dem der strengen Entwicklung ab- 
geleitet finden, so wagen wir zu hoffen, dafs diese Abhandlung für die Zahlen- 
theoretiker von einigem Interesse sein werde. 

Die Elementarsätze der Theorie der ganzen complexen Zahlen von 
der Form 

wo if eine imaginäre Cübicwurzel der Einheit bezeichnet, finden sich zwar 
noch nirgends aufgezeichnet; indessen glauben wir, wegen der grofsen Ana- 
logie, welche zwischen diesen complexen Zahlen und den gewöhnlich soge- 
nannten complexen Zahlen von der Form 

herrscht, diese Sätze, in so weit sie sich auf Theilbarkeit der Zahlen durch- 
einander. Zerlegbarkeit in einfache Factoren, Theorie der complexen Primzah- 
len U.S.W, beziehen, hier als bekannt voraussetzen zu dürfen*). Man ver- 
gleiche übrigens die zweite Abhandlung von Gaufs über die biquadratischen 
Reste im 7ten Bande der Commenfatione^ GoeUingeMes rec, so wie die 
ersten 5 Paragraphen von DiricMeCs RecAerches sur les fortnes quadra^ 
titfuea ä coiffidents et ä inde/enninees compiexes, im 248ten Bande dieses 
Journals. Einige weniger einfache Betrachtungen, welche sich speciell auf die 
Theorie der cubisehen Reste beziehen, haben wir in aller Kürze im zweiten 
Paragraph ent^vickelt 



Wir schicken unserer Untersuchung die folgenden Hfllfssätze voraus. 

Hülfssätze. 
1. „Wenn p eine ungerade (reelle) Primzahl, r eine imaginäre /rte 
Wurzel der Einheit ist, und man hat eine Gleichung von der Form 

wo A, B, C, .. . itf rationale Zahlen sind, so ist nofhwendig 

j = fr == c = .... = iif = ir 



^) Der Mangel eiues vollstäncligeo Compendiams der Zahlenikewrie wird hier 
recht fühlbar. 
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Denn fänden diese letzteren Gleichungen nicht ätätt, 30 wfire nicht iden- 
tinch für jeden Werth von x 

sondern es wäre x = r eine Wurzel dieser Gleichung. Bezeichnen wir das 
erste Glied dieser Gleichung durch 4>^ so hätten also die beiden Gleichungen 

*=0 und £!^ = 2:=() 

X — 1 
wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel. Sucht man auf die gewöhnliche 
Weise den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler V der beiden Polynome und 
X, so müssen, wie aus der Art der Operation selbst erhellt, die Cogfficienten 
von iff nothwendig rational sein. Es hfitte also X einen rationalen Theiler V; 
was ungereimt ist (JOisquuiüones Arithm. Art. 341.^ 

2. ^, Wenn eine ganze Function der plen Wurzehi der Einheit mit 
ganzen CoSfficienten einer rationalen Zahl ft gleich ist, so ist fi nothwendig 
eine jfonze Zahl/* 

Jede ganze Function von der angegebenen Art läfst sich mit Hfilfe des 
Newtonaehen Satzes und der Gleichung 1 -f-r -f-r^+ • • • • 4" ^''^ = ^ ™' ^'® F^^"* 

a'\-br'\'Cr^^....'\'mrP^^ = fi 
bringen, wo ä, b, e, .... m £fanzeZMen smd ; ist nun fi rational, so schliefst 

man aus 

■a— ^-f-*r+cf^-{-....-f trirP-* = 

nach dem vorigen Satze 

ö— ^ = 0, b = etc.: 
also ist fi der ganzen Zahl a gleich; was zu beweisen war. 

Derselbe Satz läfst sich auch auf complexe Zahlen von der Form 
a'\-bQ ausdehnen, wenn q eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit vorstellt; 
in folgender Weise. 

8. „Wenn eine ganze Function der plen Wurzehi der Einheit mit 
ganzen complexen CoöfBcienten der rationalen complexen Zahl /t^-f ^(^ gleidi 
ist, und diese Gleichheit fOr beide Werthe der Cubikwurzel stattfindet, so ist 
nothwendig /i-f ^(^ eine ganze complexe Zahl.*' 

Denn bringt man die ganze Function auf die Form 

wo Q, a', b, b' etc. ganze Zahlen sind, und setzt 
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so hat man nach der Annahme , 

also, wenn man addirt nnd snbtrahirt, 

'2U—V=2fi — v^ F = v, also auch V =z ti\ 

demnach sind, zufolge des vorigen Satzes, fi und v ganze Zahlen. 

Sind also a und ß zwei ganze complexe Zahlen von der Form a^bff^ 

und ist ferner W eine ganze Function der pien Wurzeln der Einheit mit 

ganzen complexen Coöfficienten, so schliefst man aus einer Gleichung von 

der Form 

«fF = /9, 

wenn sie unabhängig von der Wahl der Cubikwurzel ff gilt, dafs nothwendig/? 

durch n fheilbar sein inufs. Dieser Satz läfst sich auch wie folgt aussprechen. 

4. „Wenn der Werth einer ganzen Function der plen Wurzeln der 
EinheiL deren CoSfficienten ganze complexe Zahlen und sämmtlich durch 4lie 
ganze complexe Zahl a theilbar sind, der ganzen complexen Zahl ß gleich ist, 
so findet die Congruenz 

ß = (mod. a) Statu'' 
Die Anwendung dieses Satzes ist fflr das Folgende von besonderer 
Wichligkeil. 

Aufser diesen einfachen Sätzen bedürfen wir noch der folgenden beiden. 

5. „Wenn p eine reelle ungerade Primzahl vorstellt, so ist fQr jede 
nicht durch /> — 1 theilbare Zahl m die Summe der Potenzen 

''IT <r = (mod./>); 

dagegen ist dieselbe Summe ^ —1 (mod./>), wenn m durch p — l theilbar ist." 
Die zweite Behauptung ist durch sich selbst klar, weil man für alle 
Werlhe von a, auf welche die Summation sich bezieht, o^'^I (mod. ;y) 
hat. folglich auch für jede ganze Zahl ,a, o^^^^^^l^ mithin 

'^"'^.u(r-i) = ^_i r= _i (mod.rt ist. 



a = l 



Wenn aber m nicht durch p—t theilbar ist, so bezeichne man durch 
y irgend eine primitive Congrueuzwurzel fflr den mod.p, und durch T den 
Werth der in Rede stehenden Summe; dann ist offenbar, wegen a^y'^% 

T = '' 's" V"* ^"^' " C™od. py 
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Ind. or durchläuft, wenn auch in anderer Ordnung, die Werthe 
0, 1) 2, 3, • . • • p — 2j 



also hat man 



folglich ist 



o=rl trrO l 9 



^ = liyM (moä./») und 



( I —g'-) T = I —g-^P-^) (mod. /i). 
Die rechte Seite dieser Congmenz ist durch p theilbar, wegen y"('^') ^ 1 
(mod^f»).- Da nim m nicht durch p — 1, also 1 — g"" nicht durch p theilbar ist, 
so ist nothwendig 

T = (mod. /»). 
Namentlich ist also fflr jede ganze Zahl m, von 1 bis p — 2: 

"iT^or" = _(^_|)- = (— 1)"'+> (mod. ^). 

6. ,,Sind m nnd n zwei ganze Zahlen <<p— I und ^»O, so ist 
die Summe 

02=1 

wenn m^n<ip — 1 ist ; dagegen 

"'ITVccr+l)" = ——-r ttÄt 4 n Cmod. II). 

wenn in-|-ii = fi — 1 oder m-fii>;i— 1 ist/' 

Entwickelt man das allgemeine Glied der Reihe nach dem binomischen 
Lehrsatze und setzt 

(^(0+1)" = cr"'-»-"4-ii,<r+'-*-j-n2(r-^'^-'4- etc., 

wo 

n^^ n^ etc. die Binomialcoefficienten 

», \{n{n—\)) vorstellen, 
so eriifllt man die Doppekeihe 

O S p— 3 TSR 

In dieser Doppelreihe wollen wir zuerst die Summation betrachten, welche 
sich auf o beueht. Wenn tn-^tKip —\ ist, so sind alle Exponenten 
ni'\'n—T<Cp — \^ aber >>0; folglich hat man in diesem Falle nach dem 

CreUe*8 Joarnal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 4. 38 
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5teii HflUssatze Ittr jedeu stehenden Werth von r: 

^^ 2"'cr'"+"-^ = — (/> — 1)"+'-^ (moApy 

Ist dagegen fn-^-n^p — l^ so existirt ein und nnr ein Werlh von r, für 
welchen m-|-n— r durch p—l theilbar ist, nemlich der Werth m-f»— p-f *• 
Für diesen besondem Werth von r mufs also die obige Congmenz, vreldie 
fOr die übrigen W^lhe von r auch in diesem zweiten Falle richtig bleibt, 
durch die folgende ersetzt werden: 

*'irV+"-^ = — (/> — 1)"+""^ — 1 (med. 7^). 
0=1 

Es geht daher der Werth unserer Doppebrelhe nach Abwerfong der Vielfachen 
von p in 

T=3Ü 

oder in 

ober., je nachdem m-ffi<C/' — 1 oder m-^-n^p — 1 ist. 
Nun ist wieder nach dem binomischen Lehrsatze: 

also durch p theilbar. Die Reihe, um deren Weith es sich handelt, wfard da- 
her Je nach den beiden Fallen 

^ oder ^ — ii^+„-p+i, w. z. b. w. 

§. 3. 
Fflr jede gegebene ganze compIexeZahl a-f-i^p = /f da Modul, kann 
man die Gesammtheit aller ganzen complexen Zahlen in ParUalreihen tfidten: 
nach dem Princip, daft man Je zwei complexe Zahlen in dieselbe Reihe aufnimmt; 
oder in verschiedene Reihen, Je nachdem ihre Differenz durch den Modul / 
theflbar ist, oder nicht. WftUt man aus Jeder dieser ParUalreihen nach Belie- 
ben ein Glied, so erhalt man cfin vollständiges Beslensystefn für den mod. /• 
Die Anzahl der Glieder eines solchen Restensyälems ist immer gleich der 

Norm des Moduls ==Ar(/) = (a-f *ip)(«+*e') = «^ — «*+** =/'^' ^® ^^ 
leicht durch Betrachtungen zeigen lafst, denen ahnlich, welche Gmifs und 
DiriekM hei den complexen Zahlen von Her Form a -^i-^-— t angewandt hallen. 
Nehmen wir an, / sei eine von 1 — ^ rmi 1 — (»^ verschiedene can^ 
pUx€ Frimmahl und 
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1. Äi^ Rtt .... Äp.i 
ein voUsUHdiges Restensystem ffir den Modal I, mit AyBBcAlufs des durch 4en 
Modul theübaren Gliedes. Multipllcirt man sfimmtliche Glieder dieses Resten- 
, Systems mit einer nicht durch / theilharen ganzen complexen Zahl A, so wer- 
den die Vielfachen 

ARi^ AR2^ . • • . ARp^i 

wieder ein Restensystem von derselben Art wie das Restensystem (1.) bilden, 
und Jedes dieser Vielfachen wird in (1.) sein entsprechendes Glied finden, 
welches ihm congruent ist. Man erhält daher^ multiplicando, 

A^^^ Ai H) • • • • /ip-4 ^ Rg iR) . . • • Rp^i (mod. /} ; 
folglich, da das Product 

jRi R2 • • • • ^^-.1 

nicht durch / theilbar ist, 

2. A^' = l (mod. /). 
Die Function A^^—l^ welche also für jeden nicht durch / theilharen Vl^erth 
von A durch / theilbar ist, serlegt sich in das Product von drei Ausdrttcken 

3. (4*<^«— l)(J^<^*>-(l)(il*ö>-l)_^t). 

Von diesen drei Anadrfldken können nie zwei sugleich filr denselben 
Werth von A durch / theilbar sein, weil sonst auch die Differensen 1—^, 
1—9^ oder (f — (f^ durch / theilbar sein mOfsten, was nicht sein kana^ da / von 
1 — ^ und 1 — ff^ verschieden ist« Auch kann keiner dieser drei Ausdrücke 
für mehr als Kp—i) incongfruente Werthe von A durch / theilbar werden. 
Setst man also in das Product (3.) nach und nach statt A alle Glieder des 
Restensystems (10 t so wird jeder der drei Factoren ßenau für l(p — i) 
Werthe von A durch / theilbar werden. Auf diese Weise theilen sich alle 
Glieder B des Restensystems (1.) in drei getrennte Classen. Fflr die Glieder 
def ersten Classe wird JB*<^'^=1 (mod.O; Uto die der aweiten il*<^» = p 
(mod.O^ ^d ^ di^ Glieder der dritten Classe B^^^ = ff^ (mod./); und 
Jede €lasse enthalt genau ^(p—l) GUeder. Dieselbe Qassificatton dehnt sich 
Aber alle mOg^chen ganzen complexen Zahlen aus, in der Art, dafii Je awei 
ganze complexe Zahlen in dieselbe oder in verschiedene Classen gehören. 
Ja iffftr^d^ff^ sie nach dem Modul / congruent sind, oder nicht. 

Wir bezeichnen durch das Symbol 



m 



resp. rine der drei complexen Efnbeiten 
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1, Q oder p^i 
je nachdem man f&f die complexe Zahl A 

^iip-) ^ I oder ^ Q oder ^ q^ (mod. 
hat, während l, wie immer, eine complexe Primzahl nnd p ihre Norm beselchnet 
Man hat dann in allen Fallen 

4, A*^'^ = [-J-] (mod. 0- 

Der cubUche Character der Zahl A in Beziehnng anf den Modul ist derjenige 
Exponent k von q^ fflr welchen 

j4<P-i) = p* (nwd. I) i8t. 
Cubische Charactere, welche sich durch Vielfache der Zahl 3 von einander 
unterscheiden, sind demnach als aequivalent zu betrachten. Die Zahl A erhftlt 
den cubisehen Character 0, 1 oder 2 in Beziehung auf den Modul l, je nach- 
dem sie in die erste, zweite oder dritte der oben bezeichneten Classen gehört, 
oder, was dasselbe ist, je nachdem 

l-j-J = 1 oder = Q oder = (>^ ist 

In Bezug auf die eben eingeführte Bezeichnung ergeben sich unmittelbar 
die folgenden einfachen Sfitze. 

„Wenn A^A (mod./), so hat man 

^ [41= m- 

Denn aus der Annahme A^A' folgt sogleich il*<p-')^ j'i<p-n. 

„Alle Werthe von A, für welche l-yj denselben Werth erhilt, sind 
in i(/^ — 1) linearen Formen enthalten.'' 

„Wenn l-j-l = 1 ist, so ist A cubischer Rest fQr den Modul /; und 

ist umgekehrt A cubischer Rest zu l, so hat man nothwendig l-j^ = 1."" 

Die zweite Behauptung ist am leichtesten zu beweisen; denn wenn A 
cubischer Rest zu /ist, so hat man eine Congruenz von der Form 

-4 E=E «^ (mod./), 
wo z eine ganze complexe Zahl ist. Hieraus folgt, wenn man beide Tbeile 
zur Potenz i{p — l) erhebt, 

^4<P-|) ~ z^' = l (mod./), 
also |-7~]= 1* ^^^ umgekehrte Satz ergiebt sich, wenn man bedenkt, dafs 
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die Anzahl der Glieder in dem Restensysteme (IO9 welche enbische Reste für 
den moAnl smn können, genau ^{p — 1) bebrft^, In der TJhat: da je drei 
assocürte com^exe Zahlen , wie 

incongruent sind, aber zum Cubus erhoben dasselbe Resultat geben, und da 
umgekehrt aus W ':= A^ immer nothwendig folgt, entweder A ^ R oder 
A^ffR oder A^q'^R, so sieht man, dafs die Anzahl der nicht congmenten 
cubischen Reste sich genau auf den dritten Theil der äberhaupt incongruenten 
(und nicht durch den Modul theilbaren) complexen Zahlen reducirt. Nun ist 
bereits bewiesen worden, dafs fär alle cubischen Reste die Gleichung 1 -|- == 1 
Statt findet: wfire daher auch noch fOr einen nicht cubischen Rest diese Glei- 
chung erffillt, so wärde es mehr als ^(p — 1} Wurzeln der Congruenz 

Äkp-i) = 1 (niod. /) 
geben; was nicht möglich ist. 

„Die Congruenz und die Gleichung 

6. z' = A (mod./). [^] = l 
bedingen sich also gegenseitig/' 

„Der cubische Character eines Products ist (abgesehen von Vielfach«"i 
der Zahl 3) gleich der Summe der cubischen Charactere der einzelnen Factor^. 
In der That, aus 

(JBC....)*^'^ = j4<P i).iji(P-«).e*</>-.) .... und 

iABC....f^'' = [ ^^^' ], .4*0>-i) = [^] etc. (mod./) 
folgt sogleich 

.. [-^] = i4][»][^]..., 

worin der Beweis des Satzes liegt. 

Kennt man also erst die cubischen Charactere aller complexen Prim" 
zahlen, so kann man den cubischen Character jeder beliebigen ganzen com- 
plexen Zahl leicht finden. 

Einige specielle Fälle, welche bei der Operation mit diesen symbolischen 
Ausdrücken bAufig vorkommen, sind die folgenden: 



i / J ~ ItJ ~ rrf ' 

[ -11] = [-] = [4]- 
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^^Wenn der Modul / reelle also einer reellen Primzabl von der Form 
3^^- '^ gleich ist, und A ebenfalls reell ist, so ist immer [-j-J = 1/' 

In diesem Falle hat man N(l) = r; von der andern Seite läfst sich 
die Potenz il*<''~'^ so schreiben: (^*(i+i)^'-« . a|go jmt man, weil A reell and 
i('~f U oine ganze Zahl ist, nach dem jp^mia/schen Satze, J^''''> ^ i 
(mod. /). 

„Wenn a-^Bff irgend eine ganze complexe Zahl und a-^-ßg eine nicht 
in a-j-bQ ansehende complexe Primzahl ist, so findet die Relation 



a 



la-H/fpJ La+p^e*J la4-/»e* J 



Statt.'' Denn bezeichnet man durch p die gemeinschaffliche Norm der beiden 
complexen Primzahlen «-f /^(^ ^^^^ ^■]'ß9\ so ergfebt sich 

= (fl+*w*'^H(«+»c)(«-|-/Jp), 

folglich auch, wenn man p mit p' vertaaseht, 

p'» = (a + ft(»')*<'-')+(iii+iic.*)(a+/9(»'), also 
p« = («+*e*)*«^'> (mod.o 4- /?(.'), 

<»» = (fl+ip»)«^'> Cn»od.a4-/3pO» 
folglich Q. 0. w. 

Einen Satz, welcher zwar f&r das Folgende nicht nothwendig ist, wol- 
len wir seiner HerkwQrdigkeil wegen nicht übergehen. 

, Bringt man die Glieder des Restensystems (1.) in folgende Ordnung: 



M« 



I. 



R 



^|(p-j|) 



II. 

(fRi 
CA. 



ni. 

^f'R^ 



9% 



fp-i> 1 



und bezeichnet durch a, /?, ^ resp. die Anzahlen der Glieder der R«the 

ARi^ -4Ä2, ^Ä,, .... AR^^^^^ 
welche ihre congruenten Zahlen in (I.), (II), (IIL) haben, so ist 

10. [~\ = /^^r.^^ 
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Um sich von der Möglichkeit einer solchen Anordnung %a überzeugen, 
nehme man irgend ein Glied Ri aus (1.) und bilde die associirten pAi, Q^Ru 
Diese werden offenbar unter einander und zu Ai incongruent sein, also beide 
ihr entsprechendes, von Ri verschiedenes Glied in (1.) finden. Nachdem man 
diese drei Glieder aus (1.) gestrichen hat, nehme man irgend ein Glied von 
den flbrig bleibenden H, und bilde die Reste von (^H,, ^'^R%i die so erhalte- 
nen drei neuen Glieder werden unter einander und von den vorigen drei ver- 
schieden sein. Nachdem man sie gestrichen hat, wähle man unter den übrig 
bleibraden Aj, und bilde die Reste von qR^ und p^JSs; die drei neuen Glie- 
der werden unter einander und von allen vorigen verschieden sein. Führt man 
auf diese Weise fort, so wird man endlich das Restensystem (1.) vollständig 
ersdiöpft haben. 

Die Vielfachen J/tj, AR2 etc. AR^^^ sind alle nach dem med./ 
mcongruent; ich behaupte aber auch, dafs nie zwei derselben ihren Rest in 
derselben Horizontdreihe des Restensystems (9.) haben können; denn wfire 
dies der Fall, so müfste eine Congruenz von der Form AR^ ^ (f^AR^ Statt finden, 
während k nicht durch 3 theilbar ist und fi und r verschieden sind und in der 
Reihe von i bis i(p — l) liegen. Hieraus würde aber folgen, da^ nicht durch / 
theilbar ist: R^^q^R^ (med./); was der Natur des Restensystems (9.) 
widerstreitet Jene Vielfachen von A theilen sich demnach in drei Gruppen, 
je nachdem ihre Reste von der Form 

Äji> ^IM ^X'*9 ••••t 

oder von der Form 

pil^, pß^/, 9^fi^^ ••••1 
od«* endlich von der Form 

p'Ä^, Q^Ry.^ 9^Rw''i •••• 
sind; ao jedoch, dafs alle die Zahlen 

A^, M\l<l^ Rl"^ • • • •, "K^, -Kßi'J -'^ft**^ • • • •, Äy, JC|.#, KyH^ •••• 

zusammwgenommen wieder die vollstündige Reihe 

-'•i^ Ä2, Äj, ..•• K^p.i) 
bilden. BBeraus folgt, da die Anzahlen der in diesen Gruppen enthaltenen 
Glieder resp. durdi a, /3, y bezeichnet worden sind: 

A*^'>R,R2R, .... Äi<^„ = ff^^'yR.R^Rj ... Kic^h-d. 
folglich, da das Producl 
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flicht darch den Modul / theilbar ist, 

^iO>-i) = ^ß^^r (mod./); 
was zu beweisen war. 

§. 3. 
Wir bezieben uns jetzt auf einige Formeln, die in einer fräheren Ab-- 
bandlung Q„ Beitrage zur Krdstheilung''^ bewiesen wurden. Wenn p eine 
reelle Primzahl ist, cu und r primitive p — Ite und /»te Wurzeln der Einheit 
vorstellen, Ind. k für eine zur Primzahl p gehörige primitive Congruenzwur- 
zel g diejenige Zahl (jl bezeichnet, welche der Congruenz y^^k (mod. p) 
genügt, und man setzt, ganz wie in der citirten Abhandlung. 

1. (p(a,ß)= "2"*co«'"^*r^* und 

irsl 

so wurde gefunden: 

3. y(oc, /?) = o)-«'~^''y(a, 1) und 

wenn keine der drei Zahlen a, ß und a-]-ß durch p — l theilbar ist; ferner 

5. Ä[a, /?]«[-«, -ß] =r/ 

und endlich, wenn a ein Theiler von p — t und p—l=fna ist, 

6. y(a,ir = (—l)VÄ[a,«]S[a, ?«].... Ä[a,(tii — 3)«]. 

Die Beweise, welche von diesen Formeln gegeben wurden, waren 

höchst einfach und setzten nichts aus der Kreistheilung selbst als bekannt vbf^ 

aus. Sie gründeten sich nur auf das Prindp, daß für jede, nicht durch p 

theilbare Zahl m die Reste der Vielfachen 

m, 2m, im, .... {p — \)m 

die Reihe 

1, 2, 3, ... . p-1 

reproduciren, und darauf, dafs man in einer Doppelreihe die Ordnung der Sum- 

mationen umkehren darf. 

Wendet man diese Formeln auf den speciellen Fall an, in welchem p 

eine Primzahl von der Form 3n-fl, und «=J(//— 1) ist, so erhält man, 

wrtl jetzt a gerade ist und die Potenz oA^ '^^ durch die imaginfire Cubik- 

Wurzel p ersetzt werden kann-, aus der Formel (6.): 

^ it = l ' asrl 
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und ebenso, wenn man q^ statt q setzt, 

^ kszl ' arsl 

WO /i ond 1^ reelle Zahlen sind« 

Aus (5.) ergiebt sich ferner für diesen Fall 

und aus (3.) 

Ich behaupte jetzt, dafs die ganzen Zahlen }x und v^ wie sie sich aus 

0= 1 

berechnen lassen, immer den beiden Congruenzen 

11. /i = 2 (mod. 3), V — (mod.3). 
genfigen. Entwickelt man in der Thal nach dem polynomischen Lehrsatze den 
Cubus der Reilie 

welcher =/i(/i-] vp) ist, und sondert von der ganzen Entwicklung die Guben 
der einzelnen Glieder der Reihe ab, nfimlicb 

r\ r«, r\ . . . . r^^% 
so werden die CoSflicienien aller flbrig bleibenden Glieder durch 3 theilbar 
sein, und die Summe dieser fibrig bleibenden Glieder wird die Form 'ifV 
haben, wo fV eine ganze Function der ;iten Wurzeln der Einheit mit ganzen 
eomplexen Coef&cienten ist Da nun 

ist, so hat man 

3W = pf^^l-^-prif^ 
folglich nach dem vierten Uülfssatze (%. 1.), 

PfJi''\-i'\-pv9 ^^ (mod. 3). Aber es ist p e= i (mod.3), 
also ist nolhwendig fi'\-i^ und v durch 3 tlieilbar. 

Nennen wir jede complexe Primzahl, welche ^2 (mod.3) ist, pri* 
märe complexe Primzahl, so sind nacb dieser Definition und nach dem eben 
Bewiesenen fi'\ r(f und ^-f ^P^ primäre complexe Primzahlen. 

Jede reelle Primzahl p von der Form 3n-f 1 kann offenbar nur auf 
eine Weise in das Product zweier primären eomplexen Primzahlen zerlegt 
werden, wenn man die beiden, durch blofse Permutation aus einander hervor- 

CreUe*» Journal f. d. M. B(L XXVIL Heft 4. 39 
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gehenden Zerlegungen p = (a-f*(>)(«+*(*')^==i^i/^2 ^^^ P^=PiPi ^ ideii*. 
tisch betrachtet. 

Es sei also a priori p in das Prodnct der beiden primfiren complexen 
Primzahlen piP2 zerlegt. Dann raurs nothw endig u^-vq wegen (9.) mit einer 
der beiden Primzahlen p^ oder pj zusammenfallen; aber es hfingt lediglich 
von der Wahl der primitiven Congruenzwurzel y ab, ob ^-j-i/p=/>. oder 
fi'\'%^(f =z p^ ist. 

Um zu bestimmten Resultaten zu gelangen, die von der Wahl der pri- 
mitiven Wurzel unabhängig sind, wollen wir annehmen^ es sei jf so gewählt, 
dafs sie der Congruenz 

12. .9^C/-o ^ ^ (mod. /i.) 

genügt. Diese Bedingung ist immer zulässig und sie wird genau von der 
Hälfte aller primitiven Cougruenzwurzeln erfüllt. In der Thal: zunächst kann 
nie 5fY^p~*^ ^ 1 (mod. p^) sein, weil sonst ^^'^*^— 1 durch p^^ also, da der 
Ausdruck reell ist, auch durch p^^ folglich durch p theilbar sein würde; was 
dem Begriff der primitiven Wurzel widerstreitet Es kann also nur entweder 

(J.) y*^''-'> = p (inod-f^O, oder 

(Ä) ^<^^>s p^ (mod.710 

sein. Da die Congruenzen C^O? (^O? ^^^n man beide Seiten zur Polens 
p-^2 erhebt, resp. Congruenzen von der Form (iß*) oder(il.) hervorbringen, 
wo hur^'"^ slall ff steht, und da ;^^"' ebenfalls eine primitive Congruenzwursel 
ist, wenu y es i6l, so folgt, dafs die Hälfte aller Congnienzwnrzeln jr der 
Congruenz (jL) und die andere Hälfte der Congruenz (A) genügt. 

Unter der Yoraossetzung C^^O ^^^ ^^^ f'^i' jeden Werth k, von 1 

bfa p-h 

^K^DM.! ^ pina.» (_,nod./>J, also 

13. **>-*> = p*"^* C»nod./^0. 

14. ?"*=[4]. 

loh Jiehaupte Jetzt, dab nach derin (120 gemachten Annahme nothwendig 

9ZSt 

sein ninfs und dafs dieselbe Summe nic/U =p^ sein kann. 

Da msH' nur die Wflhl zwischeii den beiden Werthen p^ und p2 hat, 
so handelt es fiioh darunni zu selgeii, daft derWeilh pz unstatthaft isL Nach 
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der Gleichung (13.) erhall man 

Die Reihe auf der rechten Seile ist genau von der Form degaiiigen^ welche 
wir in dem 6len Hölfssatze des ersten Paragraphen hplraohtet hnbau« Es ist 
hier m — ^{p—t), n=|(/^-l) und »t-|-ii = f (/>— 1)</>~1; also ist 
nach jenem Satze der Werth der Reihe auf der rechten $eite der Con)* 
gmenz (15.) durch p und mithin um so mehr durch p^ theilban Hieraus 
folgt, vregen (15.) ? 

^'irV'"''"^'"^^'^'^ SE (mod. p,y 

Ware nun, gegen die Behauptung, diese Reihe =/^7 9 M würde p2 durch /i^ 
Iheilbar sein; was unmöglich ist, da pt eine complexe Primzahl und nicht zu 
pi assocürt ist; also ist die Reihe nolhwendig «==/^i# 

Nachdem wir uns so von der Richügkeit obiger Behauptung Ober-' 
zeugt haben, wollen wir in den Formeln (7.) und (lO.) statt (>'•**** die sym- 
bolische Bezeichnung aus der Gleichung (14.) einführen. Geschieht dies, so 
kommt 

16. (^'[—]^')'^^PPi wn* 

und diese beiden Resultate enthalten nichts, was an die ^^'ahi einer primitiven 
Wurzel erinnern könnte. 

Nach diesen Vorbereitungen JAfst aich nun zu dem Hauplgegenstande 
dieser Abhandlung übergehen« 

§. 4. 
Beweis des cubischen ReciprocitätssatzeAi 

Fundamental -Tiieorem. 
„fVenn l und V irgend stwei primäre complexe Primzaklen mit 
„verechiedener Norm eind (sfo dafs /^Z'^^a (rtiod. 3)), io ist immer der 
„aMeche Charaeler der ersten in Bezug atif die zweite gUieh dem cu^ 
jfU0chen CAaracter der zweiten inB^zug auf dis srstef oder in Zeichen: 
jf^kt immer 

89» 
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Beweis. 
Alle primären coniplexen Primzahlen zerfaUen in zwei grofse Classen. 
Die Primzablen von der ersten Classe sind eingliedrig und fallen mit den reel-- 
len Primzablen von der Form 3n-[-2 zusammen; ihre Norm ist dem Quadrate 
der Primzahl gleich. Die Primzahlen zweiter Classe sind zweigliedrig und 
entstehen aus der Zerlegung der reellen Primzahlen von der Form 3ii-f 1 In 
ihre beiden primären complexen Primfactoren; die reelle Primzahl von der 
Form 3ii-|'l erscheint dann als die gemeinschalUiche Norm ihrer beiden com- 
plexen Primfactoren *). 

Wenn es sich daher, wie hier, um den cubiscben Characler zweier 
primären complexen Primzahlen in Bezug auf einander handelt, so sind drei 
Fälle zu unterscheiden. 

I. Wenn beide Primzahlen eingliedrig sind. 

IL Wenn die eine Primzahl eingliedrig, die andere zweigliedrig ist; und 

endlich : 
IIL Wenn beide Primzahlen zweigliedrig sind. 

Beweis des ersten Falles. 
Wenn p und ^ zwei reelle Primzahlen Sn-f 2 sind, so hat man nach $. 2. 

also gewifs 

Beweis des zweiten Falles. 

Es sex p eine reelle Primzahl Sn-f I, y eine reelle Primzahl 3ii-f2; 
Pi und pt seien die beiden primären complexen Primzahlen, in welche p zer- 
legt werden kann, so dafs p=p^p^ ist. 

Wenn man 

[yy = '^' =1^1'" = »'. 

setzt, wo die Summationen sich von k=i bis k = p — l erstrecken, und 



«) So hat man z.B. 7 = (2+3e)(2+3(>«), 13 = (— l + 3f)(— 1+3^«), 

19 = (ö+3e)(ö + 3p*) elc, also sind ^+3?,^ Zj+3pa, 5 Jsjt «ie. primäre 

complexe Primzahlen Sfer Ciasso , während 2, 5, 11, 17 elc. primäre complexe Prim- 
zahlen erster Classe sind. 
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hier ß=^q^ nimmt, so ist nach (16.) und (17.) des vorigen Paragraphen: 

Erhebt man die Formel (J.) zur Potenz ^{q* — 1), so kommt 

Mulliplicirt man ferner die (C) mit T\ die (fi.) mit T\ and subtrahirt das 
zweite Resultat vom ersten, so erhält man 

und wenn mau hier nach QA.) T* durch pp^ ersetzt, 

Die Potenz T"^', nach dem polynomischen Satze entwickelt^ giebt lauter durch 
q theilbare Glieder, mit AusschluFs derjenigen Glieder, welche die ^^teu Po- 
tenzen der einzelnen Glieder von T selbst reprfisentiren, nämlich der Glieder 
von der Form 

Diese Glieder sind aber gerade diejenigen, welche die Reihe 

T 

zusammensetzen; also sind alle Glieder der Differenz 

folglich auch alle Glieder der entwickelten linken Seite in (JSJ.) durch q tbellbar. 
Wir scbliefsen demnach aus {E.) nach dem vierten HQlfssatze (§. 1 .) die Congruenz 

PPt'\(PPiJ^''''''-[ß = (mod.7), 
folglich, da der Factor ppi nicht durch q theilbar ist, 

(1^0 (ppt)^"^'-'' -' [ß Cnod. y). 

Diese Congruenz giebt, wenn wir ihren Sinn auf die symbolische Bezeich- 
nung abertragen, 

folglich, wegen 

[-?ij = 1^-2.]. (Zweiter Fall.) 
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Beweis des dritten Falles. 
Es seien p und y zwei verschiedene reelle Primzahlen von der Form 
3n-f-l; beide seien in ihre primären complexen Primzahlen zerlegt, nämlich 

P = PlP2^ 9 = y.VM 

SO dafs j9|, p2^ 7i9 92 zweigliedrige primAre complexe Primzahlen sind. 
Setzt man wieder, wie oben^ 

WO die Snmmalionen sich ebenfalls von A- = 1 bis k = p — l erstrecken, 
nimmt aber diesmal /?=y, so ist nach (16.) und (^17.) (§.3.) 

(-40 T^ = pp, und 

Die Gleichang (/lOi ^^ Potenz i(q—t) erhoben, giebt 

MuUipIicirl man (C) mit T\ C^O ^'^ ^^ ^'"'^ subtrahirt, «o kommt 

folglich, wenn man rechts den Werth pp, lur T' setzt, 

Entwickelt man den Ausdruck links nach dem polynomischen Sat%e, so Ober-» 
zeugt man sich leicht, dafs die Coefficienlen aller seiner Glieder durch q iheil- 
bar werden. Wir scbliersen hierans nach dem 4ten Hüirssatze (§. 1.)? dafs 
die Congruenz 

Statt fmdet, oder, da ppi zum Modul q rdative Primzahl ist, 

(i'^O ipp.'M''"' = [^] (mod. V). 

Da demnach der Ausdnick (fi/^,)*^^""*^— f— 1 durch q theilbar und y = y,y^ 

ist, so wird dtrselbe Ausdruck um so mehr noch einzeln durch q^ und durch 
q^ theilbar Min. Die Congruenz (JP^.) 2eriegt sich demnach in die beiden 
folgenden : 

(«?.) (p^.)^^-'> = gl] (mod. 9,), 

(ff.) ipp,)*'"-" = [^] (mod. y,). 
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Ans diesen beiden Congrnenzen und denjenigen, welche aus ihnen hervor- 
gehen, wenn man pi mit p^ vertauscht, nämlich 

(/.) (pp2)i^'-''^ = [^] (mod-y.) und 

(it.) (pp,)i^^-^> =E [^] (mod. yj, 
ziehen wir die folgenden Gleichungen: 

Vertauschen wir jetzt die reellen Primzahlen p und g mit einander, was oiTen- 
bar erlaulU ist, da ;/ und y beido von der Form 3ii-f 1 sind, und da wir in 
der ganzen Untersuchung ebensowohl y wie p als die ursnränglichc Primzahl 
annehmen konnten, so mflssen auch pt und ^i, so wie jv^ und y^, ihrerseits 
mit einander verwechselt werden. Die Gleichungen (a.) und (jJ.') liefern auf 
diese Weise noch die folgenden beiden: 

(>-•' [f'] == [^] =[?:]= Kl- 

Multiplicirt man die Gleichung (/?.) mit l^^l, so kommt 

Aber nach (y.) ist 

folglich, wenn man auf beiden Seiten den gemeinschaftlichen Factor 

wegläfst, 

KJ = [?:]• cDri..«F.ii.) 

Das cubische Reciprocitätsgesetz, welches zwischen je zwei primfiren com- 
plexen Primzahlen « f-Aj> Stall findet, ist also hierdurch für alle Falle bewiesen. 

Da — J, wegen (— ly = — I, zu jedem Modul cubischer Rest ist, 
so hat man [^ - J == I und [^] = I , folglich 
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und da das Zeichen des Modnls selbst offenbar ganz gleichgOltig ist, so sieht 
man, dafs die oben beim ReciprocitAlsgesetze gemachte Bedingung, dafs / und 
/' primär sein sollen, nicht mehr nölhig ist, sondern dafs nur 
/ = ±1 (raod. 3) und /' = +1 (mod.3) 
erforderlich ist; so dafs also für je zwei comploxe Primzahlen, bei denen der 
Coefficient von (i durch 3 theilbar ist und deren Normen verschieden sind, 
die Gleichung 

Statt findet. 



Die Folgerungen, welche man aus diesem merkwürdigen Satze ziehen 
kann, sind sehr zahlreich. Es ergiebt sich unmittelbar aus demselben, dafs 
alle complexen Primtheiler der AusdrQcke von der Form 

wo z eine bestimmte complexe ganze Zahl vorstellt, in gewissen linearen 
Formen enthalten, d. h. Glieder complexer arithmetischer Reihen sind, deren 
Anfangsglieder complexe ganze Zahlen sind und deren Differenz / ist. 

So sind z. B. die Theiler des Ausdrucks 

in den beiden Formen 

(2 + 3p)(iii4-itp)-f1, (24-3())(mfiie)-l 
enthalten, wo m und n alle möglichen reellen ganzen Zahlen vorstellen. 

Derselbe Satz läfst sich auch leicht auf zusammengesetzte Zahlen, d. h. 
allgemein auf Ausdrücke von der Form 

z'-D 
ausdehnen, wo D irgend eine gegebene ganze complexe Zahl vorstellt; ganz 
in derselben Weise, wie man es bei den quadratischen Resten in der reellen 
Theorie thut 

Die schöne Erweiterung, welche Herr Professor Jacobi dem Leffendre-^ 
seilen Zeichen gegeben hat, läfst sich auch bei den Ausdrücken I-7-J anbrin- 
gen, welche bisher nur eine Bedeutung erhallen halten, wenn / eine Prim« 
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zahl war. Wena 

iaX^ 5^0 If l'f V'j »4.4 gleiche oder ungleiche conipiexe Primsahlen yorstelien^ 
80 sei die Definition des Terallgemeinerten Symbols 



\.i\ 



wo ^ und h relative Primzahlen zu einander ^nd^ durch folgende Gleichung 
festgestellt: 

Dann ist, wenn h und U irgend zwei ganze complexe Zahlen sind, fOr 
welche die Coefficienten von q durch 3 theilbar und deren Normen relative 
Primzahlen zu einander sind, ganz wie hei Primzahlen: 

[^] = m 

Denn man kann immer 

h = IJJ^...J^ = nt ttnd 

setzen, wo lg etc^ II etc. complexe Primzahlen und simmtlich ^±1 (mod. 3) 
sind, und wo keine von den Normen der / mit irgend einer von den Normen 
der l' identisch ist Man hat dann nach der Definition, zufolge eines in $. 2 
bewiesenen Satzes und nach dem Fundamentaltheorem: 

m = n. [|] = n. n.[ij = n- n.[«] = n- [f ] = [^]. 

w. z. b. w. 

Alie diese Sätze bilden die Grundlage zu einer der schönsten Theo- 
rieen der höheren Arithmetik, nAmlich zu der Theorie der Theiler der Aus- 
drfleke von der Form 

yroD, ly, D'^ gegebene ganze complexe Zahlen sind und D'D'^=D ist, und 
wo X, y, z unbestimmte ganze complexe Zahlen vorstellen; über welche Aus-- 
drQcke wir Untersuchungen angestellt haben, die wir spfiler auseinanderzu- 
setzen die Ehre haben werden. 

Als ein wichtiges Complement zu dieser Theorie dient der Satz, dafs 
Jede der linearen Formen, in welchen die Theiler begriffen sind, wirklich un- 
endlich viele Primzahlen darstellt, oder überhaupt, dafs jede arithmetische Pro- 

Cff«D«*8 Joiniil f. d. M. Bd. XXYH H«fr « 40 
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gression, deren erstes Glied und Differenz ganze complexe Zahlen a-f 5^ ebne 
geroeinsohafUichen Theiler sind, nnendllcb viele complexe Primsahlen enthalt 
Der Beweis dieses Satzes kann mit BUfe der schönen; DiricAletscken Prin^ 
dpien gegeben werden. Die Reihen, deren man sich bei der betreffenden Un- 
tersuchung zu bedienen hat, und welche auch bei der Bestimmung der Anzahl 
der quadratischen Formen in der Theorie dieser complexen Zahlen erscheinen, 
hangen mit der Tbeilung derjenigen elliptischen Functionen zusammen, welche 
ans unendlichen Doppelproducten bestehen, von der Form 

ebenso wie die entsprechenden Reihen in der Theorie der Zahlen n-f ^/~1 
von der Theilung der Lemniscate abhangen. DieTheOung der eben erwAhn«- 
ten elliptischen Functionen Iftfst sich algehrweh ausfahren, d* h. die Wurzeln 
der Gleichungen, von denen die Theilung abhangt, lassen sich durch Wurzel- 
zeichen darstellen, 

Berlin im Mfiri 1844. 
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Über die Anzahl der quadratischen Formen in den 
verschiedenen compiexen Theorieen. 

(Von Hrn. Stud fl. tUmMiein au Beriiiu> 



In einer frflheren Note haben wir den Satz mitgetheüt, AbXs in der Theorie 
der ans dritten Wnrzeln der Einheit snsammengesetzten compiexen Zahlen die 
Anzahl der quadratischen Formen fDr eine reelle Determinante -f 19 dem hal- 
ben Prodttcte der Pormen-* Anzahlen für die beidra Determinanten 

^D und -3/9 
in der reellen Theorie gleich ist *). 

Die Beatinnmuig der Form«azahl far dieto compiexen Zahlen hangt im 
Alfyemeinen, d. L fttr Jede complexe Determinante, von der TfkeUunjf der- 
Jen^ien dDptischea FtectfoiieB ab, welche Quotienteh ans unendlichen Dop- 
pelproducten ron der Form 

irind, wo Q eine imaginftre Oubikwurs«! der Eniheit ist und A, X' Indices bezeichnen. 
(Ver^ ,, Bemerkungen su den elliptischen and Abebeben Transcendenten.^) 

Der obige Satz bezog sich auf pomihe Determinanten; did negativen 
Detamrinanten verhalten aich in dieser Theorie wesentlick ändere: fttr diese 
Determinanten gilt folgender Satz: 

,,Far eine negative Determinante —D, wo H reell und positiv ist, 
ist die Anzahl der nicht -aequivalenten quadratischen Formen in der Thisorie 
der Zahlen a-f ^f gleich dem Einfachen, oder gleich der H^tfte des ^rpdqiets 
aus den Formen -Anzahlen fflr die beiden Determinanten 

—D und 3D 
in der reellen Theorie, je nachdem die unbestimmte Gleichung 

De— 3^=^ 1 

in reellen ganzen Zahlen lösbar ist, oder nicht^**)* 



*) Die Falle y in welchen D ein Quadrat iat| sind naturlich ausgenommea 
^ Ausgenommen Werden die Fälle, wenn 3D ein Quadrat ist. 

40* 



312 S2.BiMen it^in, üb. d.JnxMAquifdrmt.F&nMH m d.ventk. c&mpl. TlMiÜeM» 

Zar Auffindang dieser merkwflrdigen Resultate bedurfte ich besonders 
des folgenden Satzes Aber die Anzahl der zu derselben reellen Zahl als Norm 
gehörigen complexen Zahlen i^ als HOlfssatz. Unter unähnUehen oomplexen 
Zahlen sind solche zn verstehen) welche nicht durch Multiplication mit 

±1, ±ff oder ±(>' 
auseinander entstehen können» 

^Ist M eine beliebige, gegebene ganze positive Zahl und m das aD- 
gememe Glied der Reihe ihrer sämmtlichen Theiler^ 1 und M incL, so giebt 
die Reihe 



2(^). 



wo (^^^) = 0) 1, oder ~1 ist, je nachdem der Thefler m die Form Si^ 
3ii-{-l dder Sn — 1 hat, die Anzahl der zu der Norm M gehörigen unfihn* 
Beben ganzen complexen Zahlen/' 

Dieser Satz kann unmittelbar aus den Elementen der complexen Zahlen 
ü'Y^ff abgeleitet werden. 

Es bezeichne A^(a4-A^) die Norm der complexen Zahl a-f^?; ferner 
fi alle möglichen unähnlichen ganzen complexen Zahlen; 
l alle unähnlichen complexen Primzahlen; 
üf alle positiven ganzen (reellen) Zahlen; 
It alte reellen positiven Primzahlen^ nnd unter ihnen 
P die Primzahlen 3n-{~l, 
Q die Primzahlen 3ii-f 2v 

Offenbar lAfst sich jede complex« Zahl fi auf eine, und nur anf eine 
Art auf die Form 

ia ^ß 

briogen:; es isl daher 

"NW 
Nun stellt N{X) offenbar folgende reellen Zahlen dar: 

1) Die ZaU 3, 

2) Dfe Quadrate aDer redien Primzahlen 3ft-}-2 = (?, 

3) Alle reellen Primzahlen 'in-\-\=P, aber Jede zwehtuüf folglich hat man 

Ä = 

4 i. 4 



_L_n_L^[n-JL^Y 
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Zerlegt man diesen Ansdrack in das Prodact der beiden Factoren 

n — ^-n — ^- und n— ^n 






80 (^ebt der erste Factor 



n^^ = s ' 



'-IF 



r — ^jiF' 



mid der xweite 



" /_3v 1 — ^KW/M^^ 



Man eriiilt demnach die Formel 

au welcher sich, wenn man die beiden Reihen zur Rechten wirklich in ein- 
ander multiplicirt, der obige Satz unmittelbar ergiebt. Mit Hülfe dieses Satzes 
zeriegte sich das allgemeine Resultat für die Formen -Anzahl fflr den spe- 
ciellen Fall einer reellen Determinante in das Froduct zweier Reihen, welche 
genau mit denen zusammenfallen, durch welche nach DirkAtet die Formen-* 
Anzalil in der reellen Theorie bestimmt wird. Nachdem nun noch die Gleichung 
x^ — Jy^=z\^ deren Fundamental -Auflösung in das allgemeine Resultat ein- 
geht, einer besondern Discussion fQr diesen specielten Fall unterworfen wor- 
den war, liefsen sich die mitgetheilten Sfitze leicht ableiten** Ich bemerke 
ausdrflcklich, um MifsverslAndnissen vorzubeugen, dafs unter dem blofsen Worte 
Formen^ Anzahl, auf eine negafive Determinante bezogen, immer nur die 
Anzahl der po^tiven Formen verstanden ist; also die Anzalileiis wie sie sich 
im 303ten Artikel der Dufifutifitiones arithm. angegeben finden. Aus den 
mitgetheilten Sätzen kann man als CoroUar noch schliefsen, dafs für jede po- 
sitive Nichlquadratzahl D das Product der Formen -Anzahlen für die beiden 
Determinanten D und —iD immer eine gerade Zahl ist. Obgleich dieser 
Salz eine Eigenschaft ausspricht, welche sich nur auf die reellen Farmen be- 
zieht, so bedarf es doch des Zusammenwirkens der Hauptsätze in der 5ten 
Section der Disquisitiones ari/Am., um ihn durch die Principien der reellen 
Theorie allein zu beweisen. Es ergiebt sich aus diesen Sätzen, dafs die An- 
zahl der Geschlechter (genera) fQr jede reelle Determinante, nach den ver- 
sdiiedenen Formai dieser Determinante in Beziehung auf den. Modul 8, ent- 
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weder 2"^S oder 2"*, oder 2"*-^^ bt (wo flkr einen Angenkfidi duri^ m die 
Anuhl der in der Determinante aufgebenden verschiedenen ungeraden Prim- 
zahlen bezeichnet worden ist), und zwar 

2"^S wenn die Determinante ^ 1, 5 (mod« 8)^ 
2'-, . - - - = 2, 3, 4, 6^ 7 (mod. 8.)i 
2«»+«, - - - - =0 (mod. 8) ist. 
Durch Anwendung dieses Resultats auf die beiden FtUe, in welchen die De- 
terminante D und —iD ist, erhfttt man den in Rede stehenden Satz mft 
teichter Mfibe. 

Seit der Zeit, als ich die Untersuchungen hierüber anstellte, habe ich 
mich auch besonders mit der Theorie der aus 8ien, Ißten, 328ten u. s. w* 
Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen beachftftigt; welche 
neue Principien erfordern. Hierbei bin ich in Hinsicht auf die quadratischen 
Formen zu einer Reihe von Resultaten gefahrt worden, welche mir sehr merk- 
würdig zu sein scheinen. 

Es bezeichne der KOrze halber q>{D) die Anzahl der eigentlich pri* 
mlfiyen, nicht -aequivalenten quadratischen JSormen mit der Determinante ijP In 
der reelle Theorie. 

Schreiben wir die folgenden vier Formen -Anzahlen 

so hat das Product je zweier, so wie das Product aller vier rine eigenthOm- 
liche zahlenlheoretische Bedeutung. 

Das Product aller vier Anzahlen bestimmt die Formen -Anzahl fOr die 
Determinante D in der Theoria der complexen Zahlen ans achten Worseln 
der Einheit 

Die beiden Producte 9>(jD).9)(-t-J9) und 9)(2/>}.9(— 2/9) geben die 
Formen -Anzahlen fOr die Determinanten resp. jD und 2D in der Theorie der 
Zahlen n-f 6/— 1; wie schon beliannt. 

Die beiden Producte q>(D).<p{--2D). und ip{^D).q>(2D) geben die 
Formen -Anzahlen für die Determinanten D und ^D in d6t Theoria dw. 
Zahlen von der Form a-f */~2* 

Endlich finden die beiden Producte (p{D).^(2D) und q>{-^D).(p{—2D) 
ihre Bedeutung in der Theorie der complexen Zahlen a-f ^^2. 

Folgender Satz ist allgemeiner. 

„Wenn d eine aus vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzte 
complexe Zahl ist. so ist die Formen -Anzahl fflr die Determinante A in dar 
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Theorie 4w aus ocAfen Wunseln der Sinhett ensammeDgesetzten Zahlen be- 
aümint durch das Produot der Formen -Anzahlen fQr die beiden Determinanten 

J und J}f-—t 
in der Theorie der aus vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen/* 

Die Art der Abhängigkeit wird für alle diese Sfitze durch einfache Cri- 
terien angegebeja, welche in der Lösbarkeit oder.Nichttosbarkdt gewisser un-- 
beiUnuater GleichungeB bestehf^n. 

Es existiren Abnliohe Stlze, welche einen Zusammenhang zwischen den 
aas 16ten und den aus 8ten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen 
aussprechen; und so weiter. 

Die Entscheidung der Frage, ob nicht alle diese Sätze, wie es scheint^ 
als specielle Fälle in einem weit allgemeineren Satze enthalten sind, kann erst 
Ton weiteren Unlersuohungen erwartet werden; besonders von selchen ^ die 
auch die höheren Formen umfias^en. 

Die allgemeine Bestimmung der Formen -Anzahlen in denTheorieen der 
aus 9ten. 16ten u« s.w. Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen hangt 
von einer ganz neuen Gattung von Puncüonen ab, welche gewissermafsed auf 
die eHiptiaehen folgen, und von denen wir bereits in den Bemerkungen zu 
den elliptischen und il6e/schen Transcendenten Andeutungen gegeben haben« 

Im 19ten Bande dieses Journals hat Herr Prof. Jacobi bemerkt, dafs sich 
Jede reelle Primzahl von der Form Sn-j-l oder 12ii-f 1 in das Product aus 
vier ganzen complexen Primzahlen zerlegen läfst, die resp. aus 8ten und 12ten 
Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind. Ich bin durch meine Untersuchun- 
gen auf zwei Sätze gefOhrt wordea^ Weloke nicht allein alle reellen Zahlen 
bestimmen, die sich auf diese Weise zerlegen lassen, sondern auch die Anzahl 
der Zerlegungen fttr jede reelle Zahl ergeben. Um diese Sätze deutlicher 
und kürzer aussprechen zu können, seien einige Definitionen vorausgeschickt. 
Fflr Jede aus 8ten oder 12ten Wurzeln der Einheit zusammengesetzte com- 
plexe Zahl heifse das Product ihrer vier Werthe das Normalproäuct der 
complexen Zahl; eine complexe Einheit heifse Jede der unendlich vielen gan- 
zen complexen Zahlen, deren Normalproduct =-f ^ ^^^ unähnliche complexe 
Zahlen mögen solche genannt werden, welche nicht durch Huitiplication mit 
einer complexen Einheit auseinander entstehen können. Die Sätze lauten dann 
wie folgt 
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^Wenn man eine reelle ganze positive Zahl Jf anfalle mögliche Arien 
141 ein Producl von vier reellen Factoren zerlegt, wie 

M := pqrsy 
mit der Beschränkung, dafs 9, r, e ungerade sein sollen, so giebt die Summe 

fiber alle Combinationen fr, r> 9 ausgedehnt, die Anzahl der nnShnlichen, ans 
8len Wurzeln der Einheit zusammengesetzten ganzen complexen Zahlen, weldie 
XU dem Normalprodncte M gehören/' 

„Wenn man eine reelle ganze positive Zahl M auf alle mögliche Ar-* 
ten in ein Product von vier reellen Factoren zerlegt, wie 

M = pqrty 
mit der Beschränkung, dafs q ungerade, r nicht durch 3 theilbar, und s we-» 
der durch 2 noch durch 3 theilbar sein soll, so ipiebt die Sunrnie 

Aber alle Combinationen q, r, e, wie sie so eben definirt wurden, ausgedehnli 
die Anzahl der zu demselben Normalprodncte Jf gehörigen unähnlichen, aus 
12len Wurzeln der Einheit zusammengesetzten ganzen comjilexen Zahlen. 
Berlin im März 1844 
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23. 

Einfacher Algorithmus zur Bestimmung des 
Werthes von (^\ 

(Voo Hro. Stnd. 6. EiscHstein va Berlin.) 

fVenn p und p^ irgend zwei nngwade Zablen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind, so bilde man das System von Gleichungen 

P = f^Pi+^Pi, 

Pi = *i/>2 + «i/^3» 
(J.) l P2 = k^Pi + ^^P*^ 



Pn ^mPn+i "f *« 1 

WO p, pi^ P2^ Py etc* sfimmüich positiv und ungerade sind, und wo 
€ = ±1, «4 = ±i, «2=+i etc., 
p> Pi>P2>Pz etc. 
ist. Neben jede der so gebildeten Gleichungen 

Pm "^^ ^jl« Z^/'-*-* T */i f'/'+a 

schreibe man als Randzahl die iVti//^ oder die Einsf und zwar die Null, 
wenn p^^^ und s^p^^2 entweder beide, oder wenigstens eine dieser beiden 
Zahlen ^ 1 (mod.4) ist, die Eins dagegen, wenn sowohl p^^i^ — t^ ab 
auch €^ p^^2 ^ — 1 (mod. 4) ist Die Summe aller dieser RandzaAlen be- 
stimmt dann den Werth von (-^)* Jenachdem nfimlich diese Summe gerade 
oder ungerade ist, hat man 

In der That, aus dem obigen System von Gleichungen ergeben sich die folgenden: 

(^) = (^) = (_i)4(i..-i).*(...-i)(ex), 
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und hieraus erfailt man dnrcli racceaaive Snbstihitioii die Fonnd 

iE\ = (_i)*(fi-i).*{«F.-i)+ifr«-i).*(«iP.-i)+.-..+*(?,+i--i)*(',--i)^ 

in wdcher der Beweis fOr die Richtigkeit des Satxes liegt 

Ans den Gleichungen (J.) findet sich leicht die folgende: 

ü- = *- 
Pi 



*'+iliTL 



etc. 



ICT 



'"» 



und da k, ki etc. lauter gerade Zahlen sein mflssen, so sieht man, daft die 

Bestimmung des Werthes von i^-) auf die Entwiddung von -^ in emen Ket- 

^P^' Pt 

tenbruch hinauskommt, dessen Zfihler von der Form ±1, nnd dessen Nenner 
sSmmtllch gerade Zahlen nnd. 

Beispiel Es sei der Werth von \j^j sn finden. Hier gestaltet sich 
die Redmnng wie folgt: 

2 



3431773 

686 

87 



343 
348 
—5 



87 

90 

—3 



18 

5 

6 

— 1 



Man bilde hiernach das System 



773= 2.343+87 

343 = 4. 87— 5 

87 = 18. 5— 3 

5=2. 3—1 



Randaableo. 
1 
1 

1 



Summe der Randsahlen =3 



Also ist 






Bert in im Febraar 1844. 
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24. 

Eigenschaften und Beziehungen der Ausdrucke, 

welche bei der Auflösung der allgemeinen 

cubischen Gleichungen erscheinen. 

(Von Herrn Stud 6. Eisenstein zu Berlin.) 



Als ich im ersten Hefte des 27teii Bandes dieses Journals die allgemeine 
Auflösung der Gleichungen von den ersten 4 Graden mittheilte, versprach ich, 
bei einer andern Gelegenheit auf die Eigenschaften der in die Auflösungs- 
formeln eingehenden Ausdrücke zurfickzukommen. Vielleicht wird es einigen 
Lesern nicht unangenehm sein, wenn ich hier dieses Versprechen wenigstens 
in Beziehung auf die cubischen Gleichungen erftUle. 

Die Aufgabe, eine allgemeine cubische Gleichung aufzulösen, ist iden- 
tisch mit derjenigen, die homogene Function 

in ihre 3 linearen Factoren zu zerfallen. Man kann diese Zerfillung auf 
doppelte Weise ausführen , je nachdem man nümlich in der Gleichung 

* = 

entweder x oder y alj die Unbekannte ansieht. Im ersten Falle findet man^ 
dafs a^4^ in das Froduct dreier Factoren zerfallt, von denen jeder die Form 

1. aa?+C*+V^(4(«i+«y^)) + f(*(«i-«l^^)))r 
hat, und wo die Werthe der Cubik^urzehi so zu nehmen sind, dafs ihr Product 

= A = 4' — ar 
wird. 

Im zweiten Falle erhält man die Zerlegung von d^.4^ in das Product 
dreier linearer Factoren von der Form 

wo das Product der Cubikwurzeln 

sein mufs* 

41 ♦ 
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Die Werthe von a^^ d^^ D sind 

a, == ä'd—'iahc'\'2h\ 
d, = d'a — 3dcb]-2c'^ 
D ^ a^rf' — 34V+4ac^+4rf*^ — 6ö4crf. 

Zu den beiden Aosdrflcken Ui und di gesellen sich noch die beiden andern 
6^ = ahd—2ac^'\'h^e, 
c, = dca — 2db^^c'b, 

und SU A und C der folgende: 

B = hc — ad. 

Diese Ausdrücke von üi^ b^^ Ci^ d^^ A, B, C und D bilden zusammen mit 
den Coifficienten a, b, c, d ein in sich abgerundetes Ganze. 

Wenn man aus den Ausdrflcken von — a^, — ^i, ^i ^^^ ^i ^^^ ^^^^ 
auf dieselbe Art entstehen lAfst, wie jene aus a, b, c, d entstanden sind, 
so erhält man resp. 

-aD", —bD\ -eD\ -dD\ 

Die Ausdrücke ai , b^^ c^^ d^ werden aus den partiellen Diff'eretUialqMotiet^ 
ten von D nach d, e, b, a gefunden, wenn man diese letzteren resp. mit 

i, -i, -i und i 
muIÜplidrU 

Die drei Formen 

öaP+3*xY+3i?a?y' + rfy* = *, 
-^aiOP»— 3*,xV4-3C|X/-frfiy* = *,, 
Ax^-\^Bxx + Cf = F 
hangen auf das innigste mit einander zusammen. Wenn man auf alle drei 
^e lineare Substitution 

deren Nenner 

ist, anwendet, so wird man das merkwürdige Verhalten wahrnehmen, da& 
zwischen den CoSf&cienten der drei neuen Farmen ^\ 4^i und t^ in x', y* 
genau dieselben Rektionen Statt finden, wie zwischen denen von 4^, <^| , F: 
ein Umstand, der besonders eine widiUge Grundkge f&r zahlentheoretische 
Untersudiungen bildet. 
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Der Ausdruck Z), den man Deiermhumte 7on ^ nennen kann, ist 
xagleieh die Determinante von F, weil 

D = i^»-4^C 

Ist Die Determinante von ^i ist dann IP. Diese Determinante bleibt bei 
Jeder linearen Substitution, deren Nenner =1 ist, uiwtrandert, 

Bemerkenswerth sind, aufser mehreren andern, die folgenden identi- 
schen Gleichungen: 

*Ä' = a\^Da\ 4C' = i\ — Dd\ 

AC = Ae'—Bhe-\-Ch\ 
C = Ad^—Bed-\-C4^, 
Ae-B6-\-Ca = Ad-Be-\^Cb = 0, 
Ol = 2Ab—Ba, 

», = Je— Ca= 4-2^«-Äa = -|-B4~2Co, 
Ci = ^Ad-\-Cb «= ^2Ad+Be == — JI« + 2C4, 
rfi= —Bd-\-'2Ce. 
Interessant ist noch die Aufgabe, a po$terhri die IdmUUtt der bd- 
den Zeriegungen (1.) und (3.) naehiuwdsen; was idi dem Leser flberlasse. 

Berlin, 3. Mfirs 1844. 
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25. 

Neuer und elementarer Beweis des Legendreschen 
Reciproeitäts - Gesetzes. 

(Von Herrn Stud G. Eisenstein su Berlin.) 



Nicht leicht möchte die Geschichte eines mathematischen Satzes ein gröberes 
Interesse darbieten, ab die des berflhmten Fundamentaltheorems fftr die ^a- 
dratischen Reste. Man weifs, dafs alle BeroOhungen der gröfsten Mathe- 
matiker vor Gau/)s an dieser steilen Klippe gescheitert sind, bis es endlich 
diesem Einzigen gelang, den verborgenen Pfad zu entdecken und bis zum 
Ziele vorzudringen. Er ist aber auch der Einzige geblieben, der in dieser 
Hinsicht etwas geleistet hat. Seit einer Reihe von fast dreilsig Jahren ist 
den sechs Beweisen^ welche Gaufs von dem Satze gegeben hat, kein neuw 
hinzugefügt worden; und dies scheint weniger darin seinen Grund gehabt zu 
haben, dafs man den Gegenstand als abgethan betrachtete, sondern vi^knehr 
in der Schwierigkeit, die sich, selbst nach dem bereits Geleisteten, der Auf- 
findung eines neuen Weges entgegenstellte. 

Der neue Beweis, den wir in dieser Abhandlung mittheilen wollen, ist 
ganz elementarer Art Er dOrfte, aufser der Einfachheit, besonders Das als 
einen Vorzug in Anspruch nehmen, dafs eine Operation, von deren Ausfuhr« 
barkeit die Richtigkeit des Satzes abhängt, durch eine rein analytische Trans- 
formation aligemein ausfahrbar gemacht wird. 

Wenn nAmlich p und q irgend zwei ungerade Primzahlen bezeichnen^ 
und i-^j das bekannte Legendresche Zeichen ist, so kommt der ganze Beweis 
darauf hinaus, die angezeigte Division 

9 
wirklich auszuführen, d. h. den Dividendus so umzuformen, dafs -er in der 
That durch den Divisor theilbar wird, oder die ganze Zahl ® allgemein so 
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IQ bestimineii) daft der Ausdrock {J) 

(_l)*(f^).Kf-i).|,K9-o_(JL) = ®y wird. 

L Es seien «19 o, , o, , . . • . a^ allgemeine Glieder der Reilie 
(co.) 1,2, 3) •••• p — 1. 
Man bilde den Aüsdmck 

(^)(t)-(if)=«' 

dessen Werlli offenbar nur die EinAeil mit dem positiven oder negativen 
Zeicben sein kann, und beseichne die Snmme 

welche sieh Aber alle Werthe von 

(a.) «1 , o, , «3 , .... a^ 
erstreckt, dnrch V^(/t). Da diese Samme nichts anders ist ab die Potens 

rrcf)]'' 

und da 2 (— ) = ist, so hat man 

3. V'C/t) = 0. 

Ilr Die Glieder der Snmme y^{fj) lassen sich in eine Anzahl p von 
Partialgmppen zerlegen. Da nfimlich tOr jedes Glied B derselben die Summe 

ai+«i-|-«3+ + «^ = * 

einer der p Zahlen 0, 1, 3, .... p^-i nach dem mod. p congnient werden 
mnfii, so rechnen wir in die erste Partialgruppe alle diejenigen Glieder B, 
für welche #^0 (moi.p) ist; in die zweite Partialgruppe alle diejenigen, fOr 
welche #^1 (mod./i) ist, u.s.w.: allgemein, in die K-flte Partialgruppe alle 
diejenigen Glieder E, für welche 

4. «i-f "2"f "^^••••+^i- ^^ (mod. |>) 
ist. Wir bezeichnen die p Partialreihen, in welche auf diese Weise yß(fi) 
zerfiBUt, der Reihe nach durch 

5- V^Ca^iO), V^(/i,l), V(Aj2), .... tp(ji,y)^ .... yf(jiyp^t). 
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III. Die Reihen y^(/i^ v) besitzen mehrere merkwürdige Eigensehaf» 
ten. Man hat zunächst offenbar 

Ich behaupte femer, dafs für Jeden mcki durch p theilbaren Werth von k, 
7. rp(ji,k) = (^)\{^,\) ist 

In der That genflgt es, in die für y;(jii,A;) stattfindende Bedingungseongmenz 

«i + "» + **''"f ^/i ^ * (mod./i) 
und in das allgemeine Glied der Summe selbst, 

Ui^kßi^ a^^kßi^ . . . • a^^kß^ (moi.p) 

zu substituiren, und zu bedmken, dafs /9|, ß2^ .... ß^ dann selbst wieder 
allgemeine Glieder der Reihe (co.) werden, um sich von der Richtigkeit der 
Formel (7.) zu flberzeugen. Es ergiebt sich hieraus, dafs ffir einen (geraden 
Werth von fi^ 

8. yß{fi^\) = V'(/^,2) = etc = y^(fi,p—i)j 

also auch, wegen (6.)) 

9. tp(j^,0) + (p-l)tp(fi,l) = und 

10. tp{fi,0) — tf;(fi, 1) = -prp(/i, 1), 
dagegen fOr einen ungeraden Werth von ,a, 

lt. tp(ji,k) = (A)v;(^,i)^ 

12. y^(ji,t) + V{/i,2)-\'....^rp(/i,p—1)^0 und 
13. V^(/w,0) = ist 

IV. Um den Werth der Summen yß(jji^y) vollständig bestimmen zu 
können, bilde man eine Recursionsformel, durch welche die Summen '^(ja^v) 
in die einfacheren V^(/< — l,v) ausgedrückt werden. 

Man erhah nach der Definition: 

^(^.') = s(^)(7') ••(^)(if) 

{oi -f o, + . . . . -j- o^_i -f- o^ = v (mod. rt)- 
Schreibt man das allgemeine Glied E der Summe so: 

(?)x(i')(^)-(^). 
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und die Bediiig:i]Bgscongroens so: 

so zeigt sich auf der Stelle, dafs die Relation 

14. V(>,r) = s(^)v/(/i-l,v-a^) 

Statt findet, wo das 2 zur Rechten eine einfache Summe anzeigt, die sich auf 
die Werthe von a^ bezieht. Es* sei, um diese Reeursionsformel anzuwendeo, 
zuerst r = 0. Für diesen Fall giebt die Formel 

Da — a^ nicht durch p theObar ist, so hat man nach (7.) 

Setzt man diesen Werth hinein, so kommt 

Aber 2(— ^) ist offenbar =;>— -1 oder =0, je nachdem fä gerade oder 
ungerade ist: also erhalt man endlich 

15. V'Gu^O) = (=^)(p-l)V^(iti-l,l), oder =0, 

je nachdem (li gerade oder ungerade ist. 

Um ebenso \p{u^k) zu bestimmen, wenn Ar nicht durch p theilbar ist, 
bemerke ich, dafs fflr einen geraden Werth von fi diese Summe schon durch 
(15.) mitgegeben ist. In der That, die Formd (9.) giebt 

also erhfilt man aus (15.) 

16. ipißi^ Ar) = — (^) tp(iLi—i, 1); fi gerade. 

Um endlich den Werth von i^(/i,Ar) auszudrflcken, wenn ^tt ungerade ist, be- 
dienen wir uns wieder der Reeursionsformel (14.). Sie giebt 

Dasjenige Glied der Reihe zur Rechten, welches dem Werthe a^s=ik ent- 
spricht, liefert (iL^^(^_ | ,0}; für alle flbrigen Glieder ist Ar — a^ nickt 

Grelle*« Jeamal f. d. M. Eil. XXVH. Heft 4. 42 
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durch p theilbar, nnd da /i~l eine gerade Zahl ist, 00 kann man die Glei- 
chungen (8.) benutzen, und man sieht, dars alle Glieder der obigen Reihe, 
mit Ausnahme des schon erhaltenen, gefunden werden, wenn man den ge^ 
meinsohaftlichen Factor ^(^i^— 1,1) nach und nach mit 

(7)' (})'•••• (*f^). (^) if^) 

multipilcirt, so dafs sich die Reihe folgendermarsen schreiben läßt: 
(A)^(^_|,0)4-'T'(|.)v;(A*-l,l)-(y)V'0*-M) 

= -(7)?V(;«*~1,1) Cnach (10.)). 
Wir erhalten also 

17. VC»»*) = — (y);»VOt»— 1>t); /* vngerade; 
und namentlich für A;= 1, 

18. xifQi.i) = -(~)VC»-1»0, oder = _;,v(/*- », D, 

je nachdem f* geraüe oder ungerade ist. 

V. Die Formel (18.) liefert nach and nach das System von Glei- 
chungen 

V(2i-|-l,I) = -/»v(2A,l), 

V(2A, t) =_(:il)v,(2A-l,l), 

V/(2i-l.l) = -/>V'(2*-2,1), 
V/{2A-2, 1) =. -(^)v/C2X-3, i). 



V/(3,l) =^;»v;(2,l), 

Multiplidrt man alle diese Gleichungen mit einander, hebt auf beiden Seiten 
den gemeinschaftlichen Factor 

V<'2A,l)v(2A-l,l)....u/(2,l). 
heraus, und bemerkt, dafs/vOi 1) = (|-) = 1 und (^)=(— 1)«p-«) ist, 
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so erhalt man 

19. v^(2A+l, I) = r-lp-'^•^;>^ 
und bieraos noch nach (18.) 

20. tp(2l, I) = — (_i)KP-i).i.y-i. 

VI. Ist jetzt q eine zweite, von p verschiedene angerade Primzahl, 
so hat man nach (19.) 

21. tpig, 1) = (_i)K/>-i).K9-i}.pi(^i). 

Wir wollen nun untersuchen, ob in der Summe 

*(».') = 5(7^)(7')--(?) 

K + «2+---- + «9= 1 (mod.p)} 
Glieder vorkommen können, fOr welche gleichzeitig 

22. Cj = «2 = aj = etc. .= «^ ist. 
Diese Bedingungen erfordern die folgende, 

qa^ ^ 1 (mod.;i): 
eine Congruenz, welche nur für einen einzigen Werth a| = r erfflllt wird. Es 
existirt also nur ein einziges Glied in tp(q,])^ f&r welches alle Elemente er 
einander ^eich sind, und der Werth dieses Gliedes ist 

(f)'= (f) = (f)- 

Schliefisen wir dieses Glied von der Summe ip(q,t) ave, so kommt 
23. (-l)KP-n.K^.,.^K,-o _ (i) = ^ = 2 (^) (^) . . . . (.J), 

WO in der Summe zur Rechten et) , ctj , .... a^ sämmtllch allgemeine Glieder 
der Reihe I, 2, 3, . ..• /i— 1 vorstellen, und wo alle Combinatlonen genom- 
men werden müssen, fflr welche den beiden Bedingungen genagt vrird, daft 
erstens 

und dafs zweitens 

25. nicht gleichzeitig ai = Uj =^ etc. = a^ sei. 
Der Ausdruck J erscheint hier in der etewenfarsten Weise dargestellt, in 
welcher man Oberhaupt eine ganze Zahl zerfallen kann ; nämlich als ein Aggregat 
Wfn positiven und negativen Einheiten. Sehen wir jetzt, ob sich unter 
dieser Form die Division durch die Primzahl q wird verrichten lassen. 



42 



* 



328 M. Bisenstein, negier Beweis des Reciprocitäts » Gesetzes. 

Vn. Es sei 

irgend ein System von Werthen, welches den Bedingungen genOgt, denen 
die Elemente a in (24) und (25.) unterworfen sind, so dafs 

26. mj -f Wi-f .... -f- 1»,, ^ l (mod. p^ , 
27. und dafs nicht zvgMch oii = m, = etc. = m^. 

Dann genügen offenbar die folgenden q Systeme, welche durch cyclische Per-* 
mutation der Elemente aus einander entstehen und von denen das erste das 
vorgelegte ist, nemlich 



»l| , Hl] , m^y .... VSq^i , Wy , 



28. \ ifij , 014 , ui^ , 



M^, 



IW^ , Uli , 



allen den Bedingungen (24.) und (25.); wie unmittelbar aus der symmetri» 
sehen Natur von (26.) und (27.) in Besiehung auf ihre Elemente klar ist. 
Diese ff Systeme sind alle von einander verschieden^ weil q eine Primzahl ist 
und nicht alle Elemente einander gleich sind; sie ertheilen aber dem allge- 
meinen Gliede der Summe (23.) alle genau denselben Werth. Es folgt hier-* 
aus, dafs die Totalsumme (23.) in eine Anzahl voa Gruppen getheilt werden 
kann, so dafs jede Gruppe q einander i^ldehe Glieder enthält; und somit ist 
die Theilbarkeit unseres Ausdrucks d durch q erwiesen. Es ist leicht, hier- 
nach den Quotienten selbst hinzuschreiben« Derselbe ist 

29. JL kl = ® = s(i.)(^)....(a), 

wo sich die Summe Ober alle Werthe der verschiedenen a erstreclrt, welche 
den in (24.) und (25.) ausgesprochenen Bedingungen genflgen, wo aber noch 
die Beschrankung hinzutritt, dafs von je q Systemen, welche auseinander 
durch cjfclische Permutation der Elemente viie in (28.) entstehen, immer 
nur ein einziges genommen werden mufs. 

VIII. Das Legendresche Reciprocitätsgesetz ist eine unmittelbare Pol« 
gerong der eben veranstalteten Umformung. In der That, wie eben gezeigt 
wurde, ist 



StS. Bisensteins neuer Beweis des ReciprodtätS'^GesetTxs. 329 

(_l)W>-tM<f-«)pK9-D-.(A) durch q theilbar; 
außerdem ist aber 

,*•»-») = (|) (mod.y), 

folglich ist auch 

(»,)H^).»(,..)(Z)_(±) 

darch y theilbar, was nicht andera geschehen kann, als wenn 
30. (^) — (-i)io-o.K7-o(±) 

ist; was zu beweisen war. 
Berlin im Aprfl 1844. 
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26. 

Encyklopädische and elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 

(Vom Herausgeber dieses Journals.) 
(Forttetznng der Abhandlung No. 2. im litcn und No. 10. im Sten Hefte dioes Baades.) 



§. 43. 
Erklärung. 
In den gewöhnlichen algebraischen Gleichungen von der Form 

WO der Exponent n eine ^anze positive Zahl ist und die e beliebige Zahi- 
gr&fsen sind^ kann bekanntlich j? nur n von einander verschiedene, positive 
oder negative, reelle oder imaginäre Werlhe haben, und diese Werthe von x 
nennt man Wurzeln der Gleichung. 

In der Theorie der Zahlen kommen Gleichungen vor, die ganz dieselbe 
Form wie die algebraischen (1.) haben, nur dafs zu dem letzten Gliede noch 
ein unbestimmtes Vielfache irgend einer bestimmten Zahl z hinzugethan oder 
davon hinweggenonimen ist, während zugleich alle Coefficienten « positive oder 
negative ^anze Zahlen sind: Gleichungen also, welche die Form 

haben Solche Gleichungen drücken, wie man sieht , aus, dafs das Polynom 
oder die Potenzenreihe linkerhand mit der bestimmten Zahl z aufgehe. Fflr 
solche Gleichungen kommt es dann insbesondere auf diejenigen positiven oder 
negativen ganzzahligen Werthe von x an, welche die eben genannte Bedin- 
gung erfüllen, oder welche der Gleichung (2.) genugthun. Diese ganzzahligen 
Werthe von x nennt man ebenfalls Wurzeln der Gleichung (2.). Sie sollten 
zwar, bestimmter, ganzzahlige Wurzeln der Gleichung heifsen, aber da in 
der Zahlentheorie überhaupt nur von ganzen Zahlen die Rede ist, so kann das 
^e\yfOT\ ganzzahlig auch füglich wegbleiben und man kann die der Gleichung (2.) 
genugthuenden ganzzahligcn Werthe von x blofs Wurzeln nennen. Gleichun- 
gen wie (2.) kann man dagegen, wenn man will, zum Unterschiede von den 
gewöhnlichen algebraischen Gleichungen, wie (1.), Zahlengleichungen nennen. 

§. 44. 
Lehrsatz. 
1. Die Zahlengleiehung 

1. f„a7 = f„x"-[-6^,x'^-'-|-e„«2X""'-...-f62X*-f€,x-f*o = 
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in welcher der Zeiger n an t den Grad des Pofynoms oder der Polen^ 
zenreihe «„x"^'*!»-!^""^ +*n-iX'*~^, •.. -f^o bezeichnet, kann, wenn p eine 
Stammzahl ist, und «„ und e^ gehen nicht mit p auf, nicht mehr 
ahn positive ganzzahlige Wurzeln x >0 und <lp haben; gleichviel 
ob andere von den e als «„ und ^o mit p aufgehen, oder nicht. 

IL Gehen die ersten x Coiffioienlen e„^ 6„.,^ ^o.,, ..-. . Bn-»+i ^l 
p auf, der nächste Coefßcienl f^,,, nebst Bq aber nicht, so kann die 
Gleichung (t.) nicht mehr als n — x positive ganzzahligo Wurzeln >0 
und < p haben f gleichviel ob andere s mit p aufgehen ^ oder nicht. 

III. Gehen die letzten X Coefjßcienten «i^t, $1^2^ «i-i^ .... ^4 mit 
p auf, der nächst vorige Coifßdent ^i nebst e^ aber nicht, so hat die 
Gleichung (1.) zunächst nothwendig p zur Wurzel; aufserdem aber kann 
sie nicht mehr als n — l positive ganzzahlige Wurzeln >»0 und <Cp 
haben; gleichviel ob andere e mit p aufgehen, oder nicht. 

IV, Gehen die ersten x und die letzten X Coifficienten (IL d. IIL) 
mit p auf, der nächste Coifßdent £„.« Unks und der nächste Coefftcient €i 
rechts aber nicht, so hat die Gleichung (1.') erst nothwendig p zur Wurzel; 
aufserdem kann sie nicht mehr als n — x — l positive ganzzahlige 
Wurzeln > und <C p haben; gleichviel ob andere b mit p aufgehen, 
oder nicht. 

y. Jedesmal hat die Gleichung (1.) auch noch eben so "^ viele 
negative ganzzahlige- Wurzeln, deren Werth zeichenfrei >0 und <i^ 
ist, als sie positive Wurzeln hat Diese negativen Wurzeln finden sich, 
wenn man von den positiven Wurzeln p abzieht. 

YL Nur dann, wenn alle Coefßcienten b einzeln mit p auf-- 
gehen, kann die Gleichung (1.) mehr als n positive und n negative ganz^ 
zahlige Wurzeln haben, deren Werthe zeichenfrei > und <: p sind; 
und zwar hat sie dann nothwendig alle die Zahlen ±(1^ 2, 3, 4, .;.. p — l) 
zu Wurzeln. 

VIL Keinesweges aber hat die Glmchung (1.) nothwendig im-- 
mer n positive und n negative Wurzeln ^ und <C p. Sie kann deren 
auch weniger, und selbst gar keine haben. 

VIIL Ist n = p, oder >p, *o kann die Gleichung (1.) alle die 
Zahlen ±(1,2,3,4, .... p — 1) zu Wurzeln haben f jedoch auch nicht 
alle, und selbst keine derselben. 

IX. Soll f„x auch nur für einen mehr als n Werthe von x >0 
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find <!p wit p aufgehen: soll also die Gleichung (1.) auch nur für einen 
mehr als n solcher Werthe ton x erfüllt werden, so ist dies nicht anders 
möglich, als dafs alle die Coefficienfen e einzeln mit p aufgehen. 

X Wetm die Gleichung (1.) nicht n, sondern nur k<;n NKtrr* 
zeln Z>0 und <:[p hat, also das Polgnom f„x nur für k Werthe wm x 
>0 tmdf <;p aufgeht, so läfst sich die Gleichung faX = ®p (1.) iwi- 
mer auf He Form 

2. f„x = (X— e,)(x — e2)(x— e3)....(x — eJf^kX = ®p 

bringen, wo e, e^ 63, ei, i/t> k Werthe >>0 iiitif <! p sind, für 

welche f^x 97if> p aufgeht, f^^^x a6er Wit Polgnom vom Grade n— k «9/, 
welches e„ zum CoSffldmtm seines ersten Gliedes, also e^x"""^ zum ersten 
Gliede hat und, insofern q-— k>>l^ für keinen der andern Werthe 
von X mit p aufgeht. 

Auch pafst der Ausdruck (3.) von f„ x gMch^näfsig auf den Fall^ 
wenn die Gleichung (1.) n Wurzeln hat oder f„x für n Werthe von x 
> und <Cp mit }f aufgeht. Es ist alsdann k=:ii; in (2.) ist f„^x= f, 
und der Ausdruck von (i.) also alsdann 

3- f„x s=« (x — ei)(x — ea)(x — e,)....(x— ej«. = ®p. 

JQ. IfViiTi in (1.) €„ ni cA/ ntt^ p aufgeht, aber auch nur dann, 
läfst sich die Gleichung (l.)) wenn das Potgnotn für k Werthe von x 
>> und <Z p mi/ p aufgeht, i$nmer auf eine andere 
4. f„x==(x^— 4«ix'^""'+^k-2X^"^-<^j.-3X^"^.-- + <>2x'±(y,x + <y^^ 
bringen., in welcher das erste Glied des Polgnoms vom Grade k, 1 zum 
Coefficienfen hat, das erste Glied des für keinen Werth von x ndt p 
aufgehenden Factors f„-icX, ^nX^"^ ist, und die d der Reihe nach die 
Summen der Producfe der k Werthe C|, Ca, Cj, .... Ck von x >>0 <p 
311 einem, zweien, dreien etc. bis k sind, für welche f„x mit p aufyehL 

In dem Fall, wo f„ x /üfr n Werthe von x >^ und <! p mi/ p 
aufgeht, läfst sieh die Gleichung (1.) auf die Fortn 

5. fnX=(x»-(Jn.|X"-'+(y„.,x"-^-<J_3X"-^... + cyax'±<yiX + (?o)€«= ® 
bringen, wo wiederum das erste Glied des Polgnoms vom Grade n, 1 zum 
Coif/Icienten hat und die J der Reihe nach die Summen der Producte der 
n Werthe e,, e^, e,, . . . . e„ von x >0 <Cp «« einem, zweien, dreien etc. 
bis n sind, für welche f.x mit p aufgeht 

Immer gehen die Producte (x — e,) (x — e,) (x — e J. . . . (x — Ck) m (2.) 
imi< (X— e,)(x — e^^Cx — e,)....(x — ej in (3.), ersteres für die nemUchen 
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k, letzteres für die nemlicAen n Werthe von x mit p auf, wie das Po- 
lynom f.x selbst Und eben so verhält es sich mit den Polynomen von 
den Graden k und n in (4. und 5.). 

Xn. Wenn ein Polynom f„x für n — 1 Werthe von x >0 <;p 
aufgeht^ so geht es auch noch für einen nten Werth von x >> <C p fnit p 
auf, der aber nicht nothwendig von einem der Werthe e^, e,, ej, .... e„_t 
verschieden ist. 

Beispiele, a- 1. Die Gleichung 

6. a?'-f 2a?' + ar— 4 = ®.ll, 
für welche ii = 3, p=il ist, hat n = 3 positive und eben so viele negative 
Wurzeln. Jene sind -f-l^ +3 und -fS^ diese —1,-8 und —6. Denn 
für alle diese Werüie von x gehl x'4-2j?^-f ^~^ mit ;>=11 auf. 

2. Die Gleichung 

7. 2ar^- 5j?^-26a?«4-4a? — 9 = ®.7, 
für welche n=4, P='7 i^^ hat nur die Ar = 2 positiven Wurzeln 4 und 5 
und die Ä = 2 negativen Wurzeln — 3 und — 2. Für keinen andern Werth 
von x<Cp = 7 geht 2x* — 5x^ — 26x'^'\-ix—9 mit p=^7 auf. 

3. Die Gleichung 

8. 3x'—16x^'\'2bx^58 = ®.7, 
für welche n=3, p = 7 ist, hat wieder die n = 3 positiven Wurzeln -f 1» 
4-3 und 4-6 «ßd die n = 3 negativen Wurzeln —6, —4 und —1. 

4. Die Gleichung 

9. ^x^ — 8x^ — 2x^9 = ®.7 
hat gar keine ganzzahligen Wurzeln. 

5. Die Gleichung 

10. a?^-l = ®.7 
hat alle die Zahlen ± CI9 2, 3, 4, 5 und 6 = (p—iX) m Wurzeln. 
b. Die Gleichung (7.) ist das Nemliche wie 
11. (ar-4)(ar — 5)(2a?' 4- 13x4-51) = ®.7 — 203a?4-1029 
= 7(® — 29ar4-I47) = ®.7, 
wo der Factor fx=2x^ '\-i3x-\'bl für keinen Werth 7>0 <ip von x mit p 
aufgeht und das erste Glied dieses Factors 2a?' = 6„a?"""* ist; gemüfs (2.). 
Die Gleichung (8.) ist das Nemliche wie 
12. (J?— l)(ar — 3)(a? — 6).3 = ®.7 — 14a?^+56x4.112 
= 7(®4.2ar' 4-80:4- 16) = ®.7, 
wo der Factor 3 von (o?— I)(a7 — 3)(ar — 6) gleich $„ ist; gemäfs (3.). 

CreUe*s Joamal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 4. 43 
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c. Die Ausdrücke (11.) und (13«) sind so viel als 

13. (a:^ — 9a?+20)(2x^-f I3a? + 51) = ®.7 und 
14. (a?^— lOar^-f 27 a?— 1R).3 = ®.7. 
in (130 i^^ ™t (4.) verglichen, Jj.i = 9 = 4+5, <yA^ = (ru = 20 = 4.5. 
In (14.) ist, mit(5.) verglichen, ^^,=10= 1+3+6, (f,.,=27=l .3+L6+3.6 
und (y„_3 = ^„=;i8 = 1.3.6; gemftfs (X.). 

Beweis. A. Es werde das Polynom f^x durch das Binom x — e^ 
dividirt, so wird das erste Glied des Quotienten f^x'^^ und der Quotient 
wird ein Polynom vom Grade n— 1 sein, abo durch fn^iX bezeichnet wer- 
den können; der Rest der Division, welcher Ti sein mag, wird yar kein x 
enthalten^ weil man mit der Division so lange fortfahren kann, ab ein Glied 
des Rests noch x enthält. Die Division giebt nemlich Folgendes: 
!5. x—e,\€„x''^ t,.iX''''^e„^^x^-'''-^€,.yX'''\...-}-6ix4-6^\6^x^'^ 

(^»..iT^iO ^"* f ««-t ^"' +««^^'"'^ . • . +^i^+«u 



(*-2+ ^l«n-l +«J««)a?"-'+€,.3a?''-\ . . . +«^0? -f- ÄTo 

Und so weiter. 

Man wird also setzen können: 

16. f,x = (0?— ^,)/;^ia? + ri, 
wo von fn^iX das erste Glied f«^"^* ist und Tj Arem x enthAlL 

B. Das Polynom fn^yX in (16.) vom Grade n— 1 werde nun von 
neuem durch ein anderes Binom x — e-i dividirt, so wird man aus ganz 
gleichen GrOnden setzen können: 

17. fn^iX =: (^— «2)/;.2^+r2, 

WO das erste Glied von fn^^x wieder «„a?""* ist und r^ kdn x enthAlt. 

Femer wird man setzen können, wenn weiter das Polynom f^^^x vom 
Grade n— 2 in (17.) mit einem dritten Binom x—e^ dividirt wird: 

18. f^^X = (^ — 0/n-3^ + r3, 

wo von fn^zX das erste Glied e^af^ ist und r, kein x enthfllt. 
Und so weiter; zuletzt also 

19. f,x = {x^e,)f^x^r,^ 
wo das erste Glied von foX, das heifst /^or selbst ist, weil f^x vom Grade ü 
ist, also nur ein Glied hat und nur x^=l voi^onunt, =:e„x^ = ^„ ist und 
r^ kein x enthalt. 
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C. Es sind nemlicht wie ans (15.) zu sehen, die Polynome f^xX, 
r»-i^f fn-y*> "-• der Reilie nach von der Form 

fn-i X = *, a?"-' -f «„., a?-» -}- «,_j a?^'. . . . -f «', o? -f- «^ , 

20. \ ^"-»* ^ «»*"■'+«— »*""*+««-««^"*----+«*a?+««» 
/»-,ar = e,a?"~H«'.-«*"~*+«.-5a?"~*.... + «,«4-^, 

Geht man also damit bis zum vorletzten Polynom vom Grade n— (n— l) = i 
fort, so wird solches die Form 

a-l 

21. /;j? = «,x-|-«„ 

bekommen, und dieses, mit dem letzten Binom x — 0, dividirt, giebt 

22. fyX = e,(a? — «„)+«,«„+ «„, 
welches, mit (19.) verglichen, 

23. f^x = e, und 

if-i 
24. «„«,4-«« = ^" 
giebt; letzteres ohne x, 

D, Subsütuirt man nun zunächst (17.) in (16.), so ergiebt sidi 
25. /„a? = (X— «,)(a?— «,)/;_, a?-f(a? — «,)rj-j- r,. 

Substituirt man hierin (18.), so erhält man 

26. f^x = (a?— «,)(x— «iXa?— «j)/;-> x -f (ar— «0(a?— «,)r,+ (ar— «,)r, -f r„ 
u. s. w.; zuletzt, da /ö = e, ist, 

27. A* = (*•—««) (a? — «2)(a? — «,).... (ar—O«, 
-f-(x— e,)(ar— «,)(a?— «,) .... (a?— «,_,)r„ 

-f (ar — «,)(a?— «,)(a?— «3) .... (a?— ««^)r^, 
-f-(a:— «,)(x--«,)(ar — «3) .... (a?— «^)r,_, 



-f (* — *»)*•» 
4-r,. 

E. Ist nun «1 einer der ganzzahligen poritiven Werthe von x -<,p 
und >>-0, welche der Gleichung (1.) genugthun, so giebt der Ausdruck von 
f^x (27.) für a; = «1, da alle Glieder rechts bis auf das letzte ar— «, zum 
Factor haben und also für ar=«i verschwinden, 

88. /;«, = r,: 

43» 
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und da nan zugleich gemafs (1.) f^e^=^®p sein soll, 

29. r^ = ®/>. 

F. Ist e^ ein zweiter der ganzzahligen positiven Werthe von a: 
>>0 und <C.Pf welche der Gleichung (1.) genugthun, so giebt der Ausdruck 
(27.) für x=e^^ da alle Glieder rechts bis auf die beiden letzten x — 02 
zum Factor haben und also fflr x^^e^ verschwinden, 

30. /;«, = («2 — ^Jr,+ri, 
und da /„^j gemfifs (1.) =®/> sein soll und r, nach (29.) schon =®;t> ist, 

31. (^2 — ^i)r2 = ®p. 
Nun sind aber e^ und e, beide <C p und positiv, also ist auch der zeichenfreie 
Werth von ^2 — ^ <^Pf ^^^ folglich geht e^ — ei nicht mit p auf. Daher 
mufs, vermöge (31.) und (§. 25.), r, mit p aufgehen und folglich 

32. Tj = &p 
sein. 

G. Ist «3 ein dritter der ganzzahUgen positiven Werthe von x 
>>0 und <ip$ welche der Gleichung (1.) genugthun, so giebt der Ausdruck 
(27.) fflr x^=^e^^ da alle Glieder rechts bis auf die drei letzten fflr x=^e^ 
verschwinden, 

33. f^e^ = (e, — e^){e^ — e^)r^-\-(e, — e{)rr,-\'ri, 
und da f„e^ gemftfs (1.) =&p sein soll und r^ und r, gemfifs (29. und 32.) 
ebenfalls =&p sind, 

34. (^3 — ^i)(«3 — ^'•a = ®P' 
Hier geht wieder weder e^ — e^ noch e^ — ^^ mit p auf, weil ^j, ^29 ^3 sftmmt- 
lich <ip und positiv sind: also mufs r, mit p aufgehen und folglich 

35. r, = ®p sein. 

So findet sich weiter r^=i®p, r^z=:(^p etc., und zusammen 
36. r,, Tj, Tj, r4, . . . . r^ = ®;i, 
wenn ^t ^ ^2 ^ ^39 • • • • ^n > ^ verschiedene ganzzahlige Werthe von :r > 
und <C;' sind, die der Gleichung (1.) genugthun. 

H. Da nun die Gleichung (27.) fflr jeden beliebigen Werth von x, 
so wie für beliebige Werthe der e Statt findet, indem der Ausdruck von /]. x 
rechts eine blofse, durch die wiederholte Division entstandene identisch ver- 
wandelte Form von f„x ist, wo, wie sich so eben fand, in dem Fall wo 
die e die n verschiedenen Werthe von o?, >> und <Cp bezeichnen, fflr 
welche f„x mit p der Voraussetzung nach aufgeht, die sfimmtlichen r gleich 
®p sein müssen, so giebt die Gleichung (27.) fflr diesen Fall: 
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37. f^x = (x—e^)(x — €^)(x—e;)....{x — e„)€^'\'&p, 
tOrßdm b^UMffen Werth von x. 

L Hieraus folgt niiii^ dafs f^x tOr nicht mehr als n Werthe von x, 
die I>0 und <Zp sind, mit p aofgehen kann, insofern nicht e^ mit p auf- 
geht. Denn gesetzt es sei lu den n Werthen e^^ e^^ e^^ . . . . e^ von x, 
>*0 und <Zp, flir weldie fnX nach der Voraussetzung mit;^ aufgeht, k noch 
ein tt-f*'^ solcher Werth, also f^k=^&p, so mfifste vermöge (37.) 
38. (*— 0(* — ^)(* — e3)....(*— O«« = (^p 

sein. Dies aber ist nicht möglidi, da «i, ^,, e,, e„ und Ar sSmmQich 

>>0 und Kip sein sollen, also audi die zeichenfrei genommenen Werthe 

aller der Factoren k—e^^ k—e^^ k—k^^ *— €j, <ip rind, des- 

gldchen €|, nach der Voraussetzung nicht mit p anseht. Also ist es in dem 
so dien genannten Fall von «« nicht möglich, dafs f^x fflr mehr als n Werthe 
von ar, die >»0 und <ip sind, mit p aufgehe, oder dafs die Gleichung (1.) 
in diesem Falle mehr als n positive ganzzahlige Wurzeln >> und <Cp habe. 
Und zwar ist es gleichgültig, ob die CoSfficienten €,.i, «„.,, e^.,, .... e, mit 
p aufgehen, oder nicht; denn sie kommen in der Gleichung (24.), aus wdcher 
das Nicht -Stattfinden von mehr als n positiven Wurzeln der Gleichung (1.) 
folgt, nicht vor. Dieses zusammen ist was (L) behauptet 

K. Geht €n mit p auf , so ist B^x^ = ®p, für jeden Werth von x. 
Eben so sind, wenn etwa weiter «„.i, «„.), ««^ u. s. w. bis €^-«^1 mit p auf- 
gehen, und dann zunAchst ««.« nicht, auch alle die Glieder $^iX'*^\ e^iX'*'^ 
i^jX'^\ .... 6n.*+i ^'*"*"*"^ gleich &p} was auch x sein mag. Also reducirt 
sich die Gleichung (1.) in diesem Fall auf 

39. €,.,x'-''-f «^^^.x'-'-' + Ä^^ja?"-'-^ .... -f«,a?-f «0 = (^pf 
und diese Gleichung kann nach (I.) nicht mehr als n—x positive ganzzahlige 
Wurzeln >0 und <<;> haben, gleichviel ob andere von den auf «,., /b/- 
ff enden Co£fficienten, den letzten ausgenommen, mit p aufgehen, oder nicht. 
Gemäfs (IL). 

L. Gehen ^, «i, €,, £,, f^., mit p auf, so sind alle die Glieder 

Bo^ B^x, 62 x', 6,a?^ «i-iX^"^ ^eich ®p; was auch x sein mag. Also 

reducirt sich die Gleichung (1.) in diesem Fall auf 

e^x"" -f ^-1 ^""^ 4-«r.-2X''-"' -}- «i x^ = ®|> oder 

40. a^(€,a?'^-H^-i^"'"' + ^-2^''-'"' • • . . +«a^ix-f €,) = ®p. 
Dieser Gleichung wird offenbar zunächst für x=p genuggethan; sodann aber 
kann der Factor zu x^ zufolge (L) fOr nicht mehr als n— ;i Werthe vonx. 
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1>() und <ip, mit p aufgehen. Also kann die Gleichung (1.) in solchem 
Falle nur n — l solcher Wurzeln haben, wfihrend sie aufserdem nothtoendig 
p selbst zur Wurzel hat. Gemfifs (III.)- Zugleich folgt hieraus, dafs es für 
(I.) eine Bedingung ist, dafs der letzte CoefGcient ^ nicht mit p aufgehe; 
denn ist dies der Fall, so modificirt sich (I.) nach (IIL)- 

M. Gehen die ersten x und die letzten X Coefficienten b mit p auf, 
so sind alle die Glieder, in welchen sich diese Coefficienten befinden, gleich 
Qip; was auch x sein mag. Also reducirt sich die Gleichung in diesem 
FaU auf 

^n^nX^^^'^^n^n^.x^^'^' +€,.,-, a?""«-' . . . . A, B^^t^ = (^p odor 

Dieser Gleichung wird wieder zunfichst fQr x = p genuggethan; sodann aber 
kann der Factor zu x^ zufolge (I.) fär nicht mehr als n — x — l Werthe 
von X, ^0 und <iPf ml p aufgehen. Also kann die Gleichung (1.) in 
dem gegenwärtigen Falle nur n — x — k solcher Wurzeln haben, wAhrend sie 
aufserdem nothwendig p selbst zur Wurzel hat. Gemäfs (IVO* 

iV. Wenn f^x (1.) fflr xz=ie mit p aufgeht, so geht es auch noth- 
wendig für x = e—p mit /lauf. Denn x=ze — p ist so viel als a? = ®p-f «^ 
und zufolge (§. 11. 20.) ist alsdann, für jeden beliebigen ganszahligen posi- 
tiven Exponenten t, 

42. X' = ®p-f «^; 
also giebt (1.), wenn man darin e — p statt x setzt, vermöge (^9.), 

fn{e—p):= ®p-f «„«'' + «n-i «""* + *„-? «""^ +*2<f' +«i«+«ii odor 

43. Ue-p) = ®p+/;^. 
Ist also fn^ = &p, so ist es auch AC^— p), und folglich gehört zu jeder 
poeitiven ganzzahligen Wurzel € >>() und <Cp9 welche die Gleichung (1.) 
hat, auch eine negative ganzzahlige Wurzel e—p, deren zeichenfreier Werth 
ebenfalls >ü und <;f isL Gem&ls (Y.). 

0. Gehen alle Coöfficienten e in (1.) einzeln mit p auf, so ist fedes 
Glied von f^x gleich &p und folglich die ganze Potenzenreihe f,x = ®pf 
und dieser Gleichung thut jeder beliebige Werth von x ein Genüge. Also hat 
afsdann die Gleichung (1) alle die Zahlen ±(1,2, 3, 4, .. . . /i — 1), deren 
absoluten Werthe >^0 und <ip sind, zu Wurzeln. Jedoch ist es so auch 
nur in dem vorausgesetzten Fall; sind nicht alle e gleich ®p, so verhält es 
sich nach den verschiedenen Umständen gemäfs (L 11. IIL oder IV.). Dieses 
behauptet (VI.). 
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P. Um nachzuweisen, dafs zufolge (VIL) die Gleichung (1.) auch 
wemger als n ganzzahlige Wurzeln >>0 und <Cp haben kann, darf nur ge- 
zeigt werden, dafs es in irgend einem Falle sich so yerhalte. Auf einen 
solchen Fall fahrt der Fermalsche Lehrsalz (§. 40.). Diesem Satze zufolge 
nemlich hat die Gleichung 

44. x^' — \ = (§>p 

alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, p—^ zu Wurzeln. Eben deshalb aber 

hat z. B. die Gleichung 

45. xf^' — 2 = ®p oder w^' — t — l = ®p 

keine der Zahlen 1, 2, 3, 4, p—l zu Wurzeln, und folglich gar keine 

Wurzeln; denn da x^^ — l für a?= 1,2,3,4,.. .. /i—l mit p aufgeht, und 
1 nickt, so geht a:^*— 1 — l oder a?^* — 2 für keine der Werthe I, 2, 
3, .... fi — 1 von X mit p auf, und folglich hat (32.) gar keine Wurzehi. 

Q. Der Beweis von (I.) Ändert sich nicht, wenn auch n = p oder 
>püt.i Also könnte in diesem Fall die Gleichung (1.) n verschiedene Wurzeln 
>0 und <Cp haben. Aber es giebt nur die p — l Zahlen 1, 2, 3, ... . p—i^ 
welche >0 und <Zp sind; also kann die Gleichung (1.) in solchem Fall 
alle die Zahlen ±(1,2, 3,4,.. .. p—l) zu Wurzeln haben; wiewohl auch 
nicht alle, und selbst keine derselben. Gemfifs (Till.). 

ü. Wenn f^x für n verschiedene Werthe von x ^0 <ip aufgeht, 
so verwandelt sich f„x zufolge (H.) in den Ausdruck (ßT.y Derselbe kann 
zufolge (I. 38.) nicht anders für einen n -fiten Werth von x mit p auf- 
gehen, als wenn €„ mit p aufgeht. Also mufs, schon wenn f^x auch nur für 

einen mehr als die n Werthe «i, «2, ^j, e^ von x mit p aufgehen soll, 

nothwendig e^ mit p aufgehen. 

Geht nun aber s^ mit p auf, so ist das erste Glied €„^" von f^x (1.) 
selbst =&p und das Polynom f^x redudrt sich auf ein anderes «„.i^"^' 
-f «»«2^"* .... -f «0 vom n — 1 ten Grade. Dieses kann schon selbst für n Werthe, 
und um so mehr für n-fl Werthe von x, aus demselben Grunde nicht anders 
mit p aufgehen, als wenn c^.i mit p aufgeht. Dadurdi, dafs e^i mit p auf- 
gehen mufs, reducirt sich dann das Polynom weiter auf ein anderes c^^x-''^^ 
-}-««-3*''"' • • • • -}-«u vom n — 2ten Grade; und hier mufs wieder t:„^2 = ®p 
sein u. s.w.; bis zu £„ = 6)^ Also müssen, wie es (IX.) behauplel, wenn 
f„x für mehr als n Werlhe von j? >>() <;p mit p aufgehen soll, alle die 
CoSf&cienten e in (^1.) einzeln mit p aufgehen. 

S. Um zu beweisen was (X.) behauptet, dividire man zuerst, eben 
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wie in (15.)) fm^ durch x—e^^ hierauf, wie dort in (16.), fn^iX durch x—e^^ 
fn^^iX wie in (17.) durch x—t^ u. s.w., fahre aber damit nicht wie in 
(0. und C) bis zu x — e^ fort, so dafs die letzte Gleichung nicht die (19.) 
ist, sondern nur bis zu x — e^^ so dafs die letzte Gleichung 

46. /;.i^.| ;r = (0? — e^) fn^ix\ n 
ist, wo indessen immer wie in (16, 17, 18.) das erste Glied von fn^},x 
£„ar"~^ ist und r^ kein» x enthält. 

T. Substituirt man nun wieder erst (17.) in (16.), in das Resul- 
tat (18») 9 u. s. w., so wird man, ahnlich dem Ausdruck (27.), für welchen 
Ar =3 sein wflrde, 

47. f^x = (x — ei){x — e^){x — e,)....(x — e,,)f„^j^x 
'\'{x — e,)(x^e^){x — ey)....(^x — ei,^,)rj, 
+ i^ — ^i){^—e,){x — e^) .... {x—e,,^^)ri^, 
-f(a? — ^J(a? — «aXa?— 0.--.(^— ^»•3)rt.2 



+ (^ — ^i)(^ — ^)''3 

+ r. 
erhalten. 

ü. Ist nun 01 einer der ganzzahligen positiven Werthe von x >0 
<Cp, welche der Gleichung (1.) genugthun, so giebt (47.), für x=«|, 

48. fnX^ = n, 
und da f„ei=^®p sein soll, 

49. r, = ®p. 
Ist ^2 ein zweiter Werth von x, fflr welchen /*„«,== ®p ist, so giebt 
(47.) fttr J? = €, 

50. f.e^ = (^2 — «i)r,+r, = ®p, 
oder, da r, schon =®p ist (49.), 

51. (^2 — ^O^'a = ®P9 
und da ^2 — ^1 mit p nicht aufgeht (F.)^ 

52. r^ = ®p. 
Ist «3 ein driller Werth von Xy für welchen f^Xy=^(^p ist, so giebt 
(47.) für J7 = «3 

53. /;i?3 = («3— ^i)(^2 — l)n-f-(^ — «i)^2 + r, = 
oder, da r^ und r^ schon =^(§>p sind (49. und 52.), 
54. (^j — 0(^2 — O^j = ®P, 
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also, da e^ — e^ and f% — e^^ nicht mit p aufgehn, 

55. Tj = ®p. 
Und so weiter. 

So findet man ans (47.) , bis zn r^, dafs 

56. r^, T^^ Tj, • • • • Tj = ®p 
und also vermöge (47.) 

57. f^x =z (x—e,Xx — e2)(x — ej)....{x—ei)f„^iX^®p 
ist. 

F. Hier geht rechterhand die Gröfse (x—ei){x—e2)**»*(^—^k)fn^^ 
offenbar für ar = ^|, ^,, €3, .... ^i mit p auf, eben wie es von f^x selbst 
vorausgesetzt wird; denn für jeden dieser Werthe von x ist sie =0. Also 
ist im Fall f„x für x=ie^^ e^^ ^3, .... ej, mit p aufgeht: 

58. (^ — 0(^ — 0(^—^3). ••(^—^»)/n-»^ = ^Pf gemSfs (2.), 
eben wie es f^x = (^p ist (1.); und auf diese Form kann also in solchem 
Fall die Gleichung (1.) gebracht werden. 

Das erste Glied von ^«^^ ist «n^""*» gemäfs(Ä); ®^^b kann /■„•*ar, 
insofern n — A;;> 1 ist, fflr keinen andern Werth von x mehr mit p auf- 
gehen, denn sonst müfste vermöge (57.) f„x selbst fflr einen solchen Werth 
von X mit p aufgehen, gegen die Voraussetzung; gemSfs (IX.). 

W. Der Ausdruck (3.) in (X.) geht unmittelbar aus (2.) oder (58.) 
hervor, wenti man k = n setzt, und pafst auf den Fall, wenn ^or für n Werthe 
von X ';:>() <ip mH p aufgeht. 

X. Zufolge C§- 2.) ist 

59. (i+«)(i+*)(i-}-i:)..,.(l+*)= i + p, + p,+P,....+P„ 
wenn man durch Pj, P^^ P3, .... Pk die Summe aller möglichen Producte 
der Gröfsen a, b, c, .... k zu einer, zwei, drei etc. bis k bezeichnet. 

Man setze in (59.) 

60. a=-^, 6 = -^, c=-^, .... *=--^ 
imd multiplicire (59.) rechts und links mit or^, so erhfilt man 

»'('-t)('-?)('-^)--('-x) = -'('+'''+''-+^'"+''> 

oder 

Hier bedeuten die P die Summen aller möglichen Producte von ~, — -^, 



X ' s 



— ---zu einem, zwei, drei etc., bis k. Die Producte dieser 
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sSmmÜich negativen Grörsen werden vom ersten ab abwediselnd negativ nnd 
positiv sein und der Reihe nach x, x\ x\ .... x^ im Nenner enthalten. 
Es werden also die P, wenn man der Reihe nach die Summen aller mög-^ 
liehen froducte der Gröfsen ^i, e,, e^^ .... e^ selbst, wie in (^X. zu 4.}, 
durch cTi_,, (Tjt-a? ^*-3i •• •• ^o bezeichnet, folgende Werthe haben: 

o^. ri = , ^^2 — ^ ^ ^3 — — -T 9 • • • • '^^ — ~ P* 

Diese Ausdrflcke in (61.) gesetzt, giebl 

63. (ar — ei)(a? — ^2)(a? — «j) ••••(o?— «j^) 

und dies weiter in (2.) substituirt, giebt den Ausdruck (4.) des Lehrsatzes. 

Der Ausdruck (5.) geht unmittelbar aus (4.) hervor, für k = n. 

Y. Wenn f^x ftr k = n — l Werthe von x >0 <p aufgeht, so ist in 
seinem Ausdrucke (2.) n— Ä= 1, also f^^^x von der Form «^o? -{-/?» oder, wenn 
man 6^:=®p-\ a und ß=®p^b setzt, von der Form (®p-f«)a?-j-®;i-f"^ 
= ®p-f-^^"f *> w^ ^ ™^ * >Ö <f^ s'"^* Und Äj?-fÄ gebt imm^ für 
irgend ein ar >>0 <C;t mit /^ auf. Denn zu ax-f 6s=®p gehört, da «„, 
und folglich a zu p theilerfremd ist, immer nach (§. 34.) ein solcher Werth 
von X ';>0 <ip. Also geht ^.t^ immer noch fflr irgend einen Werth von 
X >^0 <Zp} der aber nicht nothwendig von e|, «), e^^ .... e^i verschieden 
ist, mit p auf, und folglich auch in (2.) f^xß gemflfs (XII.)« 

Z. Der gegenwärtige Lehrsatz findet wieder vidfältige weitere An-* 
Wendungen und ist daher wieder einer der Haupüehrsfitze der Zahlentheorie. 

§. 45. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Gleichung 

1. (mp-fz)^ = ®p+r 
p eine ungerade Statnmzakl >> 2 ist und man giebt dem positiven oder 
negativen z die zeicAenfreien Werthe 

2. 1, 2, 3, 4, .... p — 1, 
#0 dafs mp-fz, mit betiehigem ganzzahligem m, alU möglichen positiv 
ven oder negativen, mit p nicht aufgehenden ganzen Zahlen aue^ 
drückt, 90 durchlauft 

L u>enn man für ein gleiches m der Reihe nach 

3. z = +1,«. +2, +3, +4, .... + p-1, 

4. z= —1, ~2, —3, —4, .... —(p—i) 
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setzt, der absolute fVerlh von t in (1.) niemals etwa ebenfalls alle die 
Zahlen (2.), sondern immer nur die Hälfte derselben^ und immer die 
nemlicAen, was auch m sein mag; die andere Hälfte der Zahlen (2.) 
wird von r für das gleiche p niemals berührt. Auch gehen schon 

5. z = ±1, ±2, ±3, •.-. ±l(p — 1) 
alle JVerlne von r welche Sfatt finden; die folgenden 

6. z±i(p-I)+l, ^(p_l) + 2, ^(p-l)+3, •... p-l 
geben dieselben r, und zwar in entgegengesetzter Aufeinander/blge. 
Desgleichen geben positive und negative z von gleichen absoluten Werthen 
gleiche r. 

IL Da m (1.) r nichts anders ist als der Rest, welcher bleibt, 
wenn man das Quadrat (mp-f z)^ mi(^^ dividirt, so ist r ein Rest 
zu einem Quadrat oder ein Quadratrest. Und da nun nach (1.) 
die Hälfte der Zahlen (2.) von r berührt wird, so sind diese Hälfte der 
Zahlen (2.) Quadratreste zu p; die andere Hälfte, welche r nicht be^ 
rührt, sind nicht Reste von Quadraten, also Nicht- Quadratreste zu p. 

III. Da man die Gleichung (1.) auch, mit einem ganz beliebig 
gen positiven oder negativen ganzzahligen n, wie folgt schreiben kann: 

7. (mp+2)' = ®p-|.(np-f r) = ®p+R, 
indem nur ® m (7.) tim n kleiner sein darf, als in (1.), so kann in (7.) auch 

8. np-f r = R 
als der Rest der Division des Quadrats (mp-f z)^ durch p betrachtet 
werden, und folglich als Quadratrest zu p. Da aber n ganz beliebig 
ist, so kann die Zahl R positiv oder negativ und so grt^s oder so klein 
getnacht werden, als man will, und da nun r nach (I.} immer nur die 
ffälfte der Zahlen (2.) berührt, so giebt es überhaupt eben so viele mit 
p nicht aufgehende Zahlen, die durch R (6.) ausgedrückt werden, als 
dergleichen Zahlen, die R nicht ausdrückt. 

In Folge dessen ist denn jede mögliche positive oder negative 
ganze, grofse oder kleine, nicht mit p aufgehende Zahl entweder Qua-- 
dratrest oder Nichtquadratrest zu p, und für jedes n sind eben so 
viele Zahlen Quadratreste, als andere Nichtquadratreste. 

Die R für n = 0, oder die r, deren absolute Werfhe unter den 
Zahlen (2.) sich befinden, und die also >>() und <:p sind, könnte man 
zwn Unterschiede von den gröfsern oder kleinem R positive oder nega^ 
tive echte Quadralreste und die Hälfte der Zahlen (2.)) welche von (2.) 

44* 
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nicht berührt werden, 
reste nennen. 

Beispiel 1. Es 

so ist in (7.) der Reihe 

nnd « = + (1, y, 3, . . . .) 

( iOp± l? = 



iOp±2T = 

(op±ir = 

(op±4y = 

{Op±5f = 
(0^±6)' = 

i±tp±ty = 

(±I^±2)' = 



posiäee oder negative echte Nichtquadrat- 



sei 



9. ;» = 7, 

nach far »i = 0, 1,2, 3, ...., n = 0, 1,2, 3, 



10. \ 



+ 0,1+1 
+ lp-6 
+ 0,1+4 
+ 1,1-3 
4- lF+2 
+ ip-b 
+ 2p+2 
+ 3;»-5 
+ 3,^+4 
+ 4;»-3 
+ 5,»+l 
+ bp-^ 

+10,»— 6 
+11,1+4 
-12,»— 3 



- lp+8 
+ 2,»— 13 

- Ip+tl 
+ 2,»-10 

-0,»+ 9 
+ 3,»-I2 

+ 4,,-12 
+ 2,»+ll 
+ 5,»— 10 
+ 4,r+8 
+ 7,»-I3 
+ 8,»+ 8 
+19,1—13 
+10p+ll 
+11,»— 10 



— 2,»+15... 
+ 3;»— 20... 

— 2^+18... 
+ 3,1—17... 

— 1^ + 16... 
+ 4,»— 19... 
+ 0,»+l6... 

: + 5;p— 19... 

: + I,>+I8... 

; + 6,»— 17... 

; + 3,» + l5.., 

+ 8,»— 20... 

: + 7,»+l5. . 
: +12,»— 20... 
: + 9^ + 18... 
: +10,»— 17... 



Die poaitiven echten Qnadratreste sind hier 1, 4, 2, die negativen 
echten Quadratreste — 6, — 3 and — 5, and die einen and die andern ei^eben 
sich schon aus sr = ±(l,2, 3), also aus der ersten Hi^te der Werthe von 
s = + (1, 2, 3, 4, 5, 6). Dieselben positiven und negativen echten Reste keh- 
ren für (±1,>±«)'» (±2p±«)' etc. immer wieder. Die Zahlen 3, 5 und 6 
aus (2.) werden hier von den positiven echten Resten und die Zahlen 1, 2 
und 4 von den negativen echten Resten nicht berührt. Erstere sind also die 
positiven echten Mchtquadratreste, letztere die negativen echten Niehtgua- 
dratreste zu p = 7. Überhaupt sind 

.. L die positiven Zahlen +(1,2,4, 8, 9,11,15^16, I8,...,)i Quadratreste 
' {und die negativen Zahlen — (3, 5,6, 10, 1 2, 1 3, 17, 19, 20,.. ..)| ca p=7 und 

die positiven Zahlen + (3, 5, 6, 10, 12, 13, 17, 19, 20, ....)| Nichlquadrat- 
die negativenZahlen— (1,2,4, 8, 9,11,15,16,18,m..)| rM/!«sa,»=7. 



12. 



fand I 
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2. Da es insbesondere auf die ecMen positiven ond negativen Qua- 
dratreste und Nichtquadratreste ankommt, so setzen wir dieselben vorlfiofigfOr 
einige der ersten nngeraden Stanunzahlen >>-2 hierher. Die echten positiven 
und die negativen echten Quadratreste bezeichnen wir durch +rf und die 
echten positiven und negativen Nichtquadratreste durch ±_q. 
(Für p= 3 ist -fr=-fl, -fp=-}-2, 
-r=-2, -(»=-1; 
Für ;»= 5 ist -fr= -j-(l,4), +(»=+(2,3), 
_r=-(I,4), -(,=-(2,3); 
Für /»= 7 ist +r= +(1,2,4), +(.= +(3,5,6), 
-»•=-(3,5,6), -(,=-(1,2,4); 
Für;»=ll ist +r= + (l,3,4,5, 9), +(.= + (2,6,7,8,10); 
-r=-(2,6,7,8,10), -(,=-(1,3,4,5, 9); 
Fürp=i3 Ist +r= + (l,3,4,9,10,12),. +(,= + (2,5,6,7,8,11), 
-r=-(l,3,4,9,10,12), -(,=-(2,5,6,7,8,11); 
Für;»=17 ist +r= + (1,2,4,8,9, 13, 15, 16), 

+(.= + (3,5,6,7,10,11,12,14), 
-r=-(I,2,4,8,9,13, 15,16), 

-(.=-(3,5,6,7,10,11,12,14); 
Fflr;»=19 ist +r=+(l,4,5, 6, 7, 9,11,16,17), 
13. \ + e= + (2,3,8, 10, 12, 13, 14, 15, 18), 

— r=— (2,3,8,10,12,13,14,15,18), 
-(.=-(1,4,5, 6, 7, 9,11,16,17); 

Fte/»=23 ist +r=+(l,2, 3, 4, 6, 8, 9,12,13,16,18), • 

+ (.= +(5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22), 

— r=— (5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22), 
-(,=-(1,2, 3, 4, 6, 8, 9,12,13,16,18); 

Fflr/»=29 ist +r= + ( 1,4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28), 

+ (,= + (2,3,8, 10,11, 12,14»15,17,18,19,21,26, 27), 

— r=— (1,4,5,6,7,9,13,16,20,22,23,24,25,28), 
-(,=-(2,3,8,10,11,12,14,15,17,18,19,21,26,27); 

Für p=il ist +r= + (l,2, 4, 5, 7, 8, 9,10,14,16,18,19,20,25,28), 
+ (,= + (3,6,11,12,13,15,17,21,22,23,24,26,27,29,30), 

— r=— (3,6,11,12,13,15,17,21,22,23,24,26,27,29,30), 
—(,=—(1,2, 4, 5, 7, 8, 9,10,14>16,18,19,20,25,28); 
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Beweis A Es ist (—zy='\-z\ Also geben positive und nega- 
tive z von gleichem absolutem Werthe gleiche Reste r. 

B. Es ist {p—zf=^p' — 2pz\-z':=(äp^z\ also ist 
14. wenn «^==®/i-|-r ist, auch (/i — «)*=®;>-f r. 
Also geben z^ und {p-^zf gieicAe Reste r. Setzt man daher 

15. z = +(I,^3,....i(/i — I), 
so geben sie denselben Rest r wie 

16, i? = ±(;^-l, />-2, ;i-3, .... |(/i+l)), 

und folglich giebt schon die erste Hälfte der Zahlen ''± (1,2, 3, je^ — 1) 

11//1; Quadratreste r; die zweite Hälfle giebt dieselben Reste, und zwar in 
umgekehrter Aufeinanderfolge: denn ;i — 1 giebt denselben Rest wie \^ p — '2 
denselben Rest wie 2 u. s. w. 

Die:^es zusammen ist was in (I.). behauptet wird. Das Übrige ist an 
sich klar. 

Anm. C. Die Benennungen quadratische und nichtquadratiscAe 
Reste zu p , welche man hie und da auch findet, dürfte grammatisch weniger 
richtig sein als Quadratreste und Nichtquadratreste, welches geradezu aus- 
drückt, was gemeint ist; denn jene Benennung würde Reste bezeichnen, die 
selber Quadrate oder nicht Quadrate, oder doch quadratischer oder nicht qua- 
dratischer Art sind; was hier nicht der Fall ist, indem die r keinesweges ti/i- 
mer Quadrate, und eben so wenig die Zahlen, welche r nicht berührt, noth- 
wendig immer nicht Quadrate sind. 

§. 46. 
Erklärung. 
Zwei ganze Zahlen Zi und Z2 , deren Producta durch eine dritte ganze 
Zahl a dividirt, den Rest r giebt, so dafs 

1. Z1Z2 = ®fl-f^ 
ist, nennt man, wenn mehrere solcher Zahlenpaare zu detnselben Divisor a 
denselben Rest r geben, correspondirende oder auch conßigirte Zahlen. 

Da die Zahlen z^ und z^ in (1.) nichts anders sind als Factoren von 
@a-|- dem Rest r, oder einfacher, ein Factorenpaar für r zu a^ so könnten 
sie auch füglich so heifsen. Will man indessen eine andere, nicht unmittelbar 
bezeichnende, sondern nur mehr andeutende Benennung, so könnte man die 
Zahlen z^ und z^ auf Deutsch zusammenge/iörige Stahlen nennen; dochmüfste 
dann der Unterscheidung wegen eigentlich noch hinzugesetzt werden „für r zu o.'" 
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§. 47. 
Lehrsatz. 

I. Wenn p eine ungerade Stamfhzahl ist^ so sind alle die 

ZaAle9\ 

1. z = 2,3,4,5, .-.• p — 2 

je zu zweien Factorinpaare von 1 zu a (zusmnmengehörige Zahlen 
far i zu if §. 46.), eo dafs in 

2. Z4Z, — ®p+l 
Z| und Z2 Me die Zahlen (1.) sein könnet^ Und zwar ist in (2.) für 
kmns der z, (1.) z^ gleich Za* Auch gehört zu jedem z. nur ein z,, so 
dafs in (2.) z^ tiiuf Z2 jeden der fVerthe von z (1.) nur einmal haben 
können. Die Anzahl der Factorenpaare ist i(p — 3). 

II. Die beiden von den Zahlen <Cp noch übrigen Zahlen 1 und 
pt^i geben mitkeinetn der z (1.), sondern nur mit sich selbst mutti^ 
pUeirt ®p-f 1, und mit einander multiplicirt, 

3. l.(p— 1) = ®p— J. 

III. Wenn in 

4. ZiZi = ®p+P 
Q ein positiver Nicht^uadratrest (§.45. 11.) ist, so sind alle Zahlen 
<;P) dm alle die Zahlen 

5. z = 1,2,3,4, p — 1 

je zu zweien Factorenpaare von q zu f (zusammengehörige Zahlen 
/&r (> «u p $. 46.), so dafs in 

6. ZjZj == ®p-[-p , 

Z| und Z2 alle die SSfohlen (5.) sein können. Und zwar kann wieder in 
(6.) für kein z (5.) Zi gleich z, s^n. Auch gehört zu jedem Zi nur 
ein Z2, M dafs in' (6.) Zi unif z, jVifeit i/^r IFi^rM^ von z (5.) nur 
einmal haben können. Die Anzahl der Factorenpaare ist hier 

i(P - 0- 

Beispiel. Zu I. und IL Es sei ;' = 13, so sind 2.7; 3.9; 4.10; 
5.8 und 6.11 Blmmllich r=r=®p-|.i. Keiner der Factoren in diesen i(p— 3) 
s= 5 Prodneten itt dem andern gleich; keiner kommt mehr als einmal vor, 
und die Factoren durchlaufen alle die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, <S, 9^ 10 
nnd 11 =r;^— 2 (1.); gemifs (L). Die Gleichung (3.) in (II.) ist an sich klar. 

Zu IIL EinerderAVc%fiiiiini/re^<^zu/^=13 ist (» = 8 ($. 45. 13.), 
und die Prodncle 1.8, 2 4; 3.7; 5. 12; 6. 10; 9.11 sind sSromtlich =(^;?-}>8. 
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Keiner der Factoren in diesen ^(/i — 1) = 6 Producten ist dem andern gleich*^ 
keiner kommt mehr als einmal vor, und die Factoren durchlaufen alle die Zah- 
len 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II und 12 =/i — 1 (5.); gemfifs (III.). 
Beweis von L A. Wenn man irgend ein z^ aus den z (1.) mit 
allen den Zahlen 1, 2, 3. 4, .... p — \ multiplicirt und die Producte durch 
p dividirt, 60 durchlaufen die Reste nach (§. 34. I.) alle die Zahlen 1, 2, 3, 
4, .... p—\^ indem jedes z (1.) zu p tAeiler fremd ist. Also mufs auch 

irgend ein Z2 aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, p — 1 

7. Z1Z2 = ©/>+ 1 
geben. Und dies für jedes Zi= 2, 3, 4, ..../? — 2 (1.). 

B. Das Z2 zu einem bestimmten z^ kann aber nicht gteich z^ sein; 
denn sonst wären z\ = &p'\'l oder z] — 1 = ®p oder 

8. {z,-iXz,^X) = ®p 
und es mfifste entweder Zi — 1 oder z^'\-l mit p aufgehen; was nicht der 
Fall ist, da Zi — 1 <ip, und auch, da ar, nicht gröfser als /> — 2 sein soll (1.) 
Zi'\-1 <ip ist. 

C. Ferner kann Z2 weder 1 noch p — l sein; denn ZiA giebt z^ und 
«i(/?— 1) giebt ®p — 1, also beides nicht ®/>+l; wie es sein soll Also 
kann Z2 nur eine der Zahlen (1.) sein. 

D. Auch kann nur ein z aus (1.), fär ein bestimmtes sr^, ZiZ2=^ 
®P'\ l geben; dann gäbe noch ein anderes z, z. B. z^^ z^Zz^&p-^-l^ so wäre 

9. z^{Z2 — Zi) = &p 
und es mfifste also entweder Zi oder Z2 — z^ mit p aufgehen; was nicht sein 
kann, da Zi nnd Z2 — Zi beide <Cp sind. 

E. Wegen (/>.) gehört nun zu jedem andern z^ auch ein anderes Z2^ 
denn sonst gehörten zu demselben tr, zwei verschiedene z^; was nach (/>.) 
nicht sein kann; und folglich kann weder dasselbe z^^ noch dasselbe sr,? mehr 
als einmal vorkonmien, so lange man nemlich ffir z^ Zahlen nimmt, die nicht 
schon Z2 berfihrten. 

Geschieht dieses, so ist das zugehörige Z2 wieder das z^^ welches 
Zi92='(^P'\- 1 gab; so dafs also, wenn man Zi alle die Zahlen (1.) durch- 
laufen Ififst, jedes Product zweimal vorkommt und folglich die Anzahl der 
Producte ^{p — 'i) ist, da )t^ — 3 Zahlen z in (1.) vorhanden sind. In diesen 
^{p — 3) Producten kommt aber dann kein 2r aus (1.) zweimal vor, während 
zugleich die z (1.) alle vorkommen. 

Dieses zusammen ist was (I.) behauptet 
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Von II. F. Was (11.) behauptet ist an sich klar. 

yovL III. G Wenn man irgend ein z^^ aus den z (5.) mit allen den 

Zahlen 1 , 2, 3, 4, P~^ mnltiplicirt und die Producte durch p dividirt, 

80 durchlaufen wieder die Reste nach (§. 34. L) alle die Zahlen 1, 2, 3, 
4, . . .• p— \^ indem jedes z (5.) zu p theHerfremd isL Also berühren die 
Reste auch alle KicAtt/uadratre^ie ^ zu p, und folglich mufs irgend ein z^ 
aus den Zahlen 1, 2, 3, 4^ •• •• p — 1 8U<^h 

10. z,z^ = &P + 9 
geben, wo (> ein bestimmter Nichtquadratrest ist 

H. Dieses z^ kann nicht gldch z^ sein; denn sonst wäre 
11, z\ = (^p-^if, 
und if wAre ein Quadralrest^ nicht ein Nichtqvadrafrest. 

l. Femer kann nicht mehr als ein z aus (5.) fQr ein bestimmtes z^ , 
z^Z2 =^(^P'\'{f geben; denn gäbe noch ein anderes z, z. B. ^3, ^1^3=®/' 4 1^9 
so wfire 

12. z^{z2 — Zs) = ®p, 
was 9 wie in (D^^ nicht sein kann. 

K. Wegen (7.) gehört wieder zu jedem andern z^ auch ein anderes 
Z2\ denn sonst wOrden zu demselben z^ zwei verschiedene Zi gehören; was 
nach (i.) nicht sein kann. Folglich kann weder dasselbe z^ noch dasselbe z^ 
mehr als einmal vorkommen, so lange man für z^ Zahlen nimmt, die nicht 
schon Zi berührten. 

Geschieht dies^ so ist das zugehörige Z2 Avieder das z^^ welches ZiZ2 
= ®P'\'(f i?Ab; so daft diso, wenn man Zg alle die Zahlen (5.) durchlaufen 
lAfst, jedes Froduct zweimal vorkommt und folglich die JnsroA/ der Producte 
i{p—l) ist; indem hier in (5.) p—i Zahlen z vorhanden aind. In diesen 
i(p— I) Produclen kommt aber dann kein z aus (5.) zweimal vor, wahrend 
zugleich die z (5.) alle vorkommen. 

Dieses zusanunen ist was (III.) behauptet. 

L. Anm. Der gegenwärtige Lehrsatz beruht* im wesentlichen auf den 
Satz (§. 34.}. 

§. 48. 
Lehrsatz. 
Für Jede ungerade Stammzahl p> 1 ist das Product 
1. 1. .>.:{. 4^. ...(p—i) = ®p— 1. 
Dieser Satz heifst nach seinem Erfinder der fVilsonsche Lehrsatz. ^ 

Grelle*! Joarnal f. d. M. Bd. XXVII. Heft 4. 45 



350 26. Eneykhpädie der ZahleHtheorie. (• 49. Form« 1. u. 2. 

Beispiel. 

Für j9= 3 glebt (1.) 1.2 = 2= 1.3 — Ij 
^ p= 5 - - - 1.2.3-4 = 24 = 5.5—1; 
2 {^ p=: 7 - - - 1.2.3.4.5.6 = 720=103.7 — 1; 
.• p:=li - - - 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10=3628800 

= 32989iai; 
und so weiter; dem Lehrsatze gernftb. 
Beweis A. Aus den Zahlen 

3. « = !.>, 3, 4, .... p—2 
gehen Je zwei, z^ und z^^ gemftfs (§. 47. I.) 

4. ZiZ^ = ®/>+l 
und es sind nach ($.47. 1.) ^(p— 3) solcher Producle vorhanden, in welchen 
dann z^ und Zi alle die Zahlen (3.) durchlaufen, ohne dafs irgrad eine mehr 
als einmal vorkäme. 

B. Daraus folgt, dafs dasProduct aller dieser i(p — 3) Producle (4.) 
das Product aller der Zahlen (3.) ist; und da mm Jedes derselben ==®p'\- 1 
ist, so ist 

5. 2.3.4.5.... (p — 2) = &p+t. 

C. Multiplicirt man (5.) noch mit 

6. !•(/>— 1) = ®p — \^ 
so ergiebt sich 

7. 1.2.3.4.. ..(/i — l) = ®/i-l; 
welches der Lehrsatz ist 

Weiter unten werden sich noch andere Beweise dieses Salzes finden. 

§. 49. 
Lehrsatz. 
L Ee sei p eine Stummzahl >> 2, und r bezeichne die positiven oder 
negativen Quadratreste, (> die positiven oder negativen Nichtquadrat^ 
reste zu i^^ so ist 

1. r*(p-') == ®p+l und 

2. p*^i^'> = ®p — l, 

/fer alle r und (>, und (1.) nur für die r, (2.) nur für die p. Alle 
möglichen^ nicht mit p aufgehenden Zahlen r also^ für welche dieGlei^ 
chung (1.) Statt findet, sind Quadratreste zu der Stammzahl p; alle 
möglichen, nicht mit p aufgehenden Zahlen q^ für welche die Gleichung (2.) 
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Statt findet, sind Nichtquadratreste zu der Stammzahl ^. Die An^ 
zahl der Quadratreste r, so une der Nichtquadratreate p >0 und <ip 
w/ifp-I). 

II. Es seien p und q zwei Stammzahlen von der Form 4n-|-l 
oder 4n — 1, so ist, 

3. wenn p zu q, zugleich q zu ^ positiver Quadratrest oder 
positiver Nichtquadratrest in allen Fällen wo p tini/q nicht 
beide von der Form 4n — 1 sind. 

4. Ist p 2;ti q positiver Quadratrest, so ist zugleich q srti p 
positiver Nicht quadratr est, und umgekehrt, in allen Fällen, 
wo p und q beide von der Form 4n — 1 sind. 

Dieses ist das Reciprocitätsgesetz in Beziehung auf Quadratreste 
und Nichtquadratreste. 

Beispiele zu (L). a. Es sei aus (§.45. 13.) 
5. ;?=13, r = 3 und (>=7, 
so ist 3*^"^ = 3«=27' = (®p-f l)' = ®/>+l, geraafs (1.); und 7« =.49' 
= (®/>+10)^ = ®j9-[-1000=:®j9— 1; gemäfs (2.). 
b. Es sei aus (§. 45. 13.) 

6. p = H^ r=l'2 und p=10, 
soi8lfllp(l.) #^=144=0/1+6, r*=®p-f36 = ®/>-f 13, r» = ®;i+l69 
= ®|>+8, r'«=(®|>+8)(®;>4-6) = ®p4-2, r*' = r*<^^> = (®;>+2)12 

= ®;^+i; gemafs (i.). 

Fflr (2.) ist ()'= 100 = ®|i + 8, p*=®|i — 5, p»=®;f+2, 

p»" = (®;i4.2)(®l>4.8) = ®;>-f 16, p** = (®|i+l6).IO = ®p-l; wie 
gehörig. 

Beispiele zu (II.) c. Die Stammzahlen p= 13 und ^ = 39 sind 
beide von der Form 4/i-f 1« Einer der Quadratreste von p ist (§.45. 13.) 
2;>-f 3 = 29 = y; also ist q Quadratrest znp, und p = i3 selbst ist Qua- 
dratrest zu ^ = 39; gemfifs (3.). 

d. pt=b und 7=13 sind beide von der Form 4ii-f !• Einer der 
Nichtquadratreste zu 5 ist (§. 45. 13.) 2.5-f3= 13, also =y, und zu- 
gleich ist ff = 5 selbst Nichtquadratrest zu y == 1 3 ; gemfifs (3.). 

e. 1^ = 23, von der Form 4it— 1, ist Quadratrest zu ^ = 29 = 
4ii*f 1 (§.45. 130; ^^^ q=^'29 ist Quadratrest zu p=23, nemlich 

= l*|>-fö; gemftfs (3.). 

45* 
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f. p:=z 11^ von der Form 4n— I, ist Nichtqyadratrest zu y = 'i9 
(§..45. 13.); und auch y= 29 ist NicAiquadratrest zu ;f=11, nemlich 
= 2;i-f7; gemäfs (3.). 

ff. p=ii^ von der Form 4»-|-l, ist Quadralresl zu y = 23 = 
4n— I ; und auch y = 23 ist Quadratrest zu ;>= 13 (§.45. 13.), nemlich 
= '•/> + *; gemäfs (3.)- 

.« h. p=: 17 = 4»4-1 isl JNicAtquadratrest zu y==3l =4ii — 1; und 
auch ^ = 31 ist Nic/Uquadralrest zu )9 = 1 7, nemlich = 1 .|^ -|- 14 (§• 45. 13.)9 
gemfifs (3.). 

;. p=z7 =z4n — 1 ist Quadratrest zu y = 31=4ii — 1. Dage- 
gen ist q = 'dl Nichtquadrat rest zn /> = 7, nemlich =z^.p-^'i (§.45. 13.); 
gemäfs. (4.). 

k. ;> = 1 1 = 4n — i ist NicAtt/uadratrest zu y = 31 = 4» — I. 
Dagegen ist y = 3 1 Quadratrest zu p = 1 1 , nemlich = 2;^ -f9 (§. 45. 13.); 
gemfifs (4.). 

ErsterBeweis von (L). A, Nach dem Fermatschen Lehrsatze (40.) ist 
7. «^* — 1 = &p, 

und daraus folgt, weil p — 1 immer gerade ist, 

8. (aiO>-o_|)(^KP-i)^i) = ®^^ 

alsomufs entweder z^f'^^ — i oder «*^-'>-[-' "^** P aufgehen, das heifst es mufs 
9. entweder 2;*0>-o_i _ @^ 

10. oder «*<'^*> + l = ®/> 

sein. 

B. Die Gleichung (7.) hat p — \ Wurzeln j denn sie findet nach 

(§. 40.) für alle die p — i Werthe I, 2, 3, 4, p — i von « Statt Also 

mufs auch (8,), und folglich müssen (9. und 10.), diese letzlern zusammen^ 
fOr p—\ verschiedene Werthe von z Statt finden. 

C. Ein- und derselbe Werth von z kann nicht (9.) und (10.) zuglmch 
erf allen, denn sonst wAre, (9.) von (10.) abgezogen, 

11. «KP-i)4-l_(2;i0>-O_i) = 2 = ®p, 

und 2 geht nicht mit p auf. Alle Wurzeln von (9.) müssen also von denen 
von (10.) versciiieden sein. 

D. Nun kann nach (§. 44,) (9.), und eben so (10.), nicht mehr als 
^(p_l) Wurzeln haben. Deshalb kann z. B. (9.) auch nicht weniger als 
\{p—\) Wurzeln haben, denn wSre das, so mOfste, weil (9. und 10.) usu-- 
sammen /i — l Wurzeln haben müssen (^O? (10.) mehr als i (/> — !) Wurzeln 
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haben, was nach ($.44.) nicht sein Iiann. Folglich mufs (9.), da es nicht 
mehr und nicht weniger als ^(/i—l) Wurzeln haben kann, nothwendig gerade 
\{p—i) verschiedene Wurzeln haben, und folgUch(10.) die Qbrigen \{p — \) 
Wurzeln, die nach (C) alle von den \^'urzeln von (9.) verschieden sind. 
Die Gleichungen (9. und 10.) theilen sich also zu zwei glichen Theilen in 
die/i — i Wurzeln 1,2,3,4,.... p — l von (7.). 

E. Setzt man nun fflr alle Werthe von z^ 

13. z" = (S;i-f r, 
wo r >>0 und <ip9 so bezeichnet r alle Quadralreste. Nimmt man von 
(12.) diid \{p — \)Xen Potenz, so ergiebt sich 

13. z'' *^-'> = z^' = (®p + r)Kf-') = ®;,-f-r*o^o (§, n. 20.), 
und da nadi dem Fermatschen Lehrsatz (§. 40.), fflr alle Werthe von z, 

»f'ssÖ/l-f 1 ist, 

®;f-f 1 = ®;f4.r*<^*> oder 
14. rH/^*> = ®;> + l oder rKp-o_i = (§^. 

F. Es sind aber die Quadratreste r, da sie >*0 und <^/i sind, eben- 
sowohl Werthe von z: also ist (14.) nichts anders als (9.); und da nnn (9.) 
zufolge (/>•) nothwendig fflr \{p — i) Werthe von z (ßx nicht mehr und 
nicht weniger) Statt findet, so hat in (14.) r nothwendig \{p — \) verschie- 
dene Werthe. Folglich giebt es nothwendig \{p—\) verschiedene (?ticrifra/- 
reste r^ nicht mehr und nicht weniger, unter den Werthen von z>i) und <iPf 
und fflr jeden derselben findet die Gleichung (14.) Statt, welche diejenige (1.) 
des Lehrsatzes isL 

G. Da r in (14.) oder (1.) rnnr \{p^{) Werthe haben kann, so 
bleiben \{p — l) Werthe von z flbrig, welche nach (C) diejenigen sind, die 
der Gleichung (10.) genugthun. Da sie keine Quadratreste sind, fflr welche 
nur die Gleichung (9.) gilt, so sind sie die JNichtquadratresle p, und folglich 
giebt es auch üp^-i) Nich/quadralresle, imd fflr jeden derselben findet 
nach (10.) die Gleichung 

15. pKP-o^i == ®^ 

Statt, welche nichts anderes als die Gleidiung (2.) des Lehrsatzes ist. 

B. Übrigens kann r und q auch >p sein, z. B. r^ und (»1, wenn nur 

16. r^ = ©/i-f ™* 
17% ffi = ®/^-f p 

ist. Dieses zusammen behauptet (L). 
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Zweiter Beweis von I. /. Aus den Zahlen 

18. a? = 1,2, 3, 4, p—\ 

geben je zwei^ z^ nnd <,, gemfifs (§. 47. III.}, 

19. «1*2 = ®p-\-Q^ 
wo (> ein beliebiger /NSrA/ftmilni/re?/ zu p ist, nnd es sind nach (§-^7- ^0 
\^P—^) solcher Producte vorhanden, in welchen dann z^ und ^2 ^'^ die 
Zahlen (13.) durchlaufen, ohne dafs irgend eine mehr als einmal vorkäme. 

K. Daraus folgt, dafs das Product aller der i(/^— 1) Producte (19.) 
das Product aller der Zahlen (18.) ist; und da nun Jedes der -^(^p — 1) Pro- 
ducte (19.) ZiZ2=^®P'{'Q giebt, so ist 

20. l.'>.3.4..-.(/i— l) = {®p+(f)^P-'^ = ®/i+p*<'^*>. 
L. Aber gemfifs (§. 48.) ist 

21. 1.2.3.4.... (p—l)=z®p—\^ 
also ist, zufolge (20. und 21.), ®/i -f- ()*<^*> = ®/i — I oder 

22. p*^'^'> = ®/i— I: 
gemfifs (2.). 

M. Für jVrf« Zahl <Zp, also auch für jeden Quadratrest r zu p, ist 
nach dem Fermatschen Satz (§. 40.) 

23. r^-* = ®/i-j^l. 
Daraus folgt 

24. r^'— 1 oder (r*<''-^>fl)(H<''->>- 1) = @/>, 
also mufs entweder r*^>-^>-|-l oder r*^P'-'> — 1 mit p aufyehen, das heifst, 
es mufs 

25. entweder H^-'> = ©;>— l. 

26. oder r*(^''> z= @^+l 

sein. Das erste kann nicht sein, denn sonst mfifste nach (22.) r nicht ein 
Quadratrest, sondern ein NiclUquadratrest (f sein. Also kann nur 

27. r*^*> = &p^l 
sein; gemfifs (1.). 

Beweis von (II.). iV. Nach dem Reciprocitfitsgesetze (^§. 42.) ist 
zugleich ^^''-»> = (5J;>-j- I und p^'f-^^ = (3q^-\, oder zugleich (/^P''> = 
(3p— l und /?**^'^ = @y — 1, wenn /^ und q nicht beide von der Form 
4ii— 1 sind. Also ist in diesem Fall, gemfifs (1. und 2.), entweder y einer 
der Quadratreste zu p und zugleich p einer der Quadralreste zu y, oder 
9 einer der Nichtquadratreste zu ;i und zugleich p einer der Mchtquadraf-^ 
reste zu y; gemfifs (3.). 
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0. Sodann ist nach dem Reciprocitfitsgesetze (§. 43.) zugleich ^rKp-D ^^ 
®pi^i und p*<^-*> = ®y— I, oder zugleich ^'^ = &p — l und ;i*<^*^== 
®9-f''9 wenn p und q beide von der Form 4ii — 1 sind. Also ist in diesem 
Falle gemäfs (1. und 2.) entweder q einer der Quadralreste zu p^ und zu^ 
gleich p einer der NichtquadratreHle zu q, oder ^ einer der Nichtquadratreste 
zu py und zugleich p einer der Quadratreste zu ^, gemäfs (4.). 

Erste An m. P. Der er^-fe Beweis von (I.), welcher (II.) unmittelbar 
begründet, beruht insbesondere auf dem Fermatschen Satze (§. 40.) und auf 
dem Satze (§. 44.) von der Anzahl der Wurzeln von Zahlengleichungen; der 
zweife Beweis von (I.) beruht auf dem Wilsonschen Satze (§. 48.) und auf 
dem Satze (§. 47.) von den zusammengehörigen Zahlen. Der zweite Beweis 
bedarf also weniger Vordersfitze als der erste. Eigenthflmlich ist in dem ersten 
Beweise die Folgerung in (/^O? ^^^^^ ^^ ^^^ ^^^ beiden Gleichungen (9. und 10.) 
keine mehr als \{p — 1) Wurzeln haben kann und beide zusammen noth wendig 
p — l Wurzeln haben, jede \{p — I) Wurzeln haben mufs. 

Zweite Anm. Q. Wegen der Beziehung (IL) des Reciprocitäts- 
oder Gegenseitigkeits- Gesetzes auf die Quadratresfe und Nichtquadr älteste 
könnte man dasselbe Gegenquadratrestgesetz nennen. Diese Benennung würde 
deutlicher bezeichnen was gemeint ist, als das Wort Gegenseitigkeitsgesefz. 
Da es indessen etwas langer ist und das Gegenseitigkeitsgesetz auch in seiner 
urspränglichen Form (§. 42.) vorkommt, so wollen wir von „ Gegenquadrat^ 
restgesetz^^ nicht Gebrauch machen. 

Ferner wäre Gegenheitsgesetz kürzer und einfacher als Gegenseitig- 
keitsgesetz, und Gegen/ieit würde nach dem Vorbilde von Gleichheit, Allge^ 
meinheitf Besonderheit, Gewipfheit u. s. w. grammatisch nicht unrichtig sein. 
Da indessen wieder das Wort Gegenheit noch vielleicht zu neu ist, so wollen 
wir die kürzere Benennung biofs anheimstellen, und uns nur begnügen, das 
verstümmelte fremde Wort Keciprocität zu vermeiden, mithin den Satz (§. 42.) 
oder ($. 49. II.) Gegenseitigkeitsgesetz nennen. 

§. 50. 
Lehrsalz. 

L Für alle Stammzahlen p = 4n-f 1 sind die zeichenfreien 
fVerthe der positiven und der negativen echten Quadratreste dieset» 
ben. Gleiches gilt von den Nichtquadratresten. 
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n. Für alle Statnmzahlen p=:4ii— 1 sind die positiven echten 
Quadratreste die zeiehenfreien Werihe der negativen echten 
Nichtquadrafreste, und die positiven echten Nichtqnadratreste 
die zeichenfreien Werthe der negativen echten Quadratreste. 

BeiBpiele. Was (I.) behauptet, zeigt sich in ($. 45. 13.) an den 
Stammzahlen 5, 13, 17 nnd '29, die von der Form 4it-|-l sind. 

Was (IL) behauptet, zeigt sich in (§. 45. 13.) an den Stammzahlen 
3, 7, II, 19, 23 und 31, die von der Form 4n— I sind. 

Beweis Ä. Fflr alle, und folglich auch für alle echten positiven Qua-- 
dratreste r findet nach (§. 49. 1.) die Gleichung 

1. H^')=®;i4-1, 

und fflr alle, also auch für alle echten positiven Nichiquadratresle nach 
($.49. 2.), die Gleichung 

2. Q^^'^ = ®p — i 
Statt. 

B. Alle echten negativen Quadratreste werden durch r—p ausge- 
drückt, also ihre zeichenfreien Werthe durch p — r; denn p — r ist >>() 
und <C p. 

Je nachdem also die durch p — r ausgedrflckten Zahlen 
3. (p-r)to-o = ©^4-1, oder 

geben, werden sie zufolge (§. 49. 1. u. 2.) Quadrafreste oder Mchtquadraf^ 
reste ru p sein. 

C. Da 

5. {p — r)*(''-*> = ® p + (_ r)*^^^) 

ist, so erfordert nach (3.) das Erste ^ dafs 

6. ®;i + (— r)*<^'> = ®p+l, also (-r)*^/-«) == (g^^ |^ 
das Andere nach (4^9 dafs 

7. c^^p•\^(-r)^^'^ = ®/i — I, also (-r)*0>-o = ®p_l 

sei 

D. Ist nun /i> = 4»4-l, seist i(p — \) = 2n und folglich lip — t) 
eine gerade ZM. Also ist alsdann (— r)W/-o = (.|.,-)ifi>.i)^ ^nj da nach (1.) 
(^r/^-o^^i^^l ist, so wird fflr p = 4n-fl die Gleichung (6.) erfdllL 
Also sind fflr |f = 4ii-)-l die Zahlen p — r echte positive ^aifr^/re»te; und 
folglich sind die echten negativen Quadratreste r — p ihrem zeichenfreien 
Werthe nach den echten positiven Quadratresten r gleich. 
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Und da die echten positiven Mchtiiuadratresie q übrig bleiben, wenn 
man die echten positiven Quadrafrente r ans den Zahlen I, 2, 3, 4, .... p — i 
wegnimmt; desgleichen die echten negativen Nicht qv ad ratreste —Q^ wenn 
man die echten negativen Quudratreifte aus — ( 1 , 2, 3, 4, ..,.;> — I ) weglAfst, 
so sind auch nothwendig die echten negativen Mchfquadratreste ihrem zmchen^ 
freien Werthe nach den echten positiven Kichtqvadratresten gleich. 

Dieses ist was (!.} behauptet. 

E. Ist dagegen p==4ii — 1, so ijl l(p — 1) = 2ii — I , und folg- 
lich i(p — l) eine ungerade Zahl. Also ist iilsdann (— r)»^^^'> = — (+r}*<^^ 
und da nach (1.) (^r/^'-^^ = ©p+ 1 , abo — (4 r)*<'^'^= -®p-l = 
QSp — \ ist, so wird für ;i=:4n — 1 die Gleichung (7.) erfüllt. Also sind 
für p=z^n — I die Zahlen p — r echte positive Nichtquadratreste, und folg- 
lich die echten negativen Quadratreste r — p ihrem zeichenfreien Werthe 
p — r nach den echten positiven Nichtquadratresten p gleich. 

Und da nun die echten negativen Nichtquadratreste — (> durch Q—p 
ausgedrückt werden, so sind sie, weil p — r=Q war, gleich ;K> — r—/?= —r; 
folglich ist der zeichenfreie Werth r der negativen echten Quadratreste — r 
der der negativen echten Nichfquadratreste p. 

Dieses ist was (II.) behauptet. 

F. Anm. Der Satz beruht insbesondere auf (§. 49. j 

§. 51. 

Lehrsatz. 

L Für jede Stammzahl p=:4n-f-l i^t die Summe der zeichen^- 

freien Werthe je zu:eier positiver oder je zweier tiegativer echter Qua^ 

dratreste, so wie die Summe der zeichenfreien Werthe je zweier 

positiver oder je zweier negativer echter Nichtqua dratreste, gleich p. 

II. Für Jede Stammza/it p=4n — 1 ist die Summe der zeichen^- 
freien Werthe je eines positiven und eines negativen echten Quadrat^ 
restsy so wie die Summe der zeichenfreien Werthe je eines positiven 
und eines negativen echten Nichtquadratrests gleich p. 

Beispiel. In (§.45. 13.) sieht man was (I.) behauptet an den Stamm- 
zahlen /^= 5, 13, 17 und 29, die von der Form 4n4-l sind, und was (IL) 
behauptet an den Stammzahlen 3, 7, 11, 19 33 und 31, die von der Form 
4ii — 1 sind. 
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Beweis A Je nachdem p — r ein echler positiver Quadratrest, oder 
ein echler positiver Nichtquadratrest ist, wird die Summe zweier echter 
positiver, oder die Summe eines echten positiven und eines echten negativen 
Nichtqnadratrests gleich p sein. 

B. Soll nun ;i — r ein echter positiver Quadratrest sein, so mufs 
es nach (§.49. 1.) die Gleichung 

1. {p — ry^'^ = ©/!-[- 1 

erfüllen. Soll p^r ein echter positiver MchtquadratreH sein, so mufs e^ 
nach ($. 49. 2.) der Gleichung 

2. {p — r)^'^'^ = ®;i_l 
genugthnn. 

C. Erster ei geschieht, wenn /9 = 4ii*f 1 ist; denn die Gleichung (l.) 
ist so viel als ®;i-f (— r)*<^-'^ = ®/>+ 1 oder 

und da hier \{p—\)z=1n= einer geraden Zahl ist, so ist (— r)*^'^*^ = 
{^rf^'\ also in (3.) 

4. -fr*<'^*> = ®;>+l, 
und folglich auch nach (1.) 

5. (;> — r)*<^'> = ®^-f-1. 
Mithin ist p — r wirklich ein echter positiver Quadratrest Also ist 
zunächst 

a. Die Summe je zweier echter positiver Quadratreste ==p. 

b. Die zeicAenfreien Werthe der echten negativen Quadratreste sind 
in dem Falle p==4ii-f 1 nach (§. 50. 1.) den echten positiven Quadratresten 
gleich. Also ist auch die Summe der zeichenfreien Werthe zweier echter 
negativer Quadratreste s=/y. 

c. Die positiven echten Nichtquadratresle ^ bleiben aus den Zahlen 
1, 2, 3, 4, .... p— l übrig, wenn man davon die echten positiven Quadratreste 
r wegläfst. Also ist kein q einem r gleich. Mithin ist auch kein p — Q einem 
p — r gleich, und mithin, da nach (fl.) jedes p — r einem r gleich ist, auch 
kein p — Q einem r. Aber p—Q ist, eben wie (>, nothwendig unter den Zah- 
len 1,2,3,4, p—l anzutreffen, weil p — Q >0 und <:ip ist: also ist 

nothwendig jedes p—p einem q gleich. Das heifst: auch die Summe je zweier 
echter positiver JNichtquadratresle ist ^=ip. 

d. Endlich sind nach (§. 50. t) die zeichenireien Werthe der nega- 
tiven echten Nichtquadratreete den positiven echten Nichtquadratresten gleich. 
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Also ist auch die Samme der zeichcnfreien Werthe je zweier echter negativer 
Nichtguadratreste = p. 

Dieses zusammen ist, was (I.) behauptet. 

D. Die zweite Gleichung (2.) in (i?.) wird erfallt, wenn p = in — l 

ist; denn die Gleichung (2.) ist so viel als ®p-f (— r)*^'^*^ = ®y>— 1 oder 

6. (_r)*o-o = ®^_i^ 

und da hier üp—i) = 2»— 1 = einer ungeraden Zahl ist, so ist (— r)*^^'^ 
— — (+r)*<'^'>, also ist in (6.) 

7. -(+r)*^'>= ®p-\ oder 

8. (+r)^^> = -®/i + 1 = ®;> + l. 

Dieses ist der Gleichung ($. 49. 1.) fflr alle echten positiven Quadratreete-^-r 
gemäfs. Also erfflllt in dem gegenwärtigen Falle /i = 4it — I, p — r die 
Gleichung (2.). wirklich, und folglich ist fftr ;? = 4n— 1 die Summe der zei«* 
chenfreien Werthe je eines positiven Quadratrests und eines positiven echten 
jKchtquadratrests =p. 

Aber die positiven echten Nichtquadratreste sind nach (§. 50. IL) 
den zeichenfreien Werthen der negativen echten Quadratreste gleich. Also ist 

a. Die Summe der zeichenfreien Werthe je eines positiven und eines 
negativen echten Quadralrestes =:p. 

d. Femer sind nach (§. 50. II.) die echten positiven Quadratreste den 
seichenfreien Werthen nach den negativen echten Niehtquadratresten gleich. 
Also ist auch die Summe der zeichenfreien Werthe je eines positiven und 
eines negativen echten Nichtquadratrestes =p. 

Dieses zusammen ist was (IL) behauptet. 

Anm. E. Der Beweis beruht auf ($. 49. und 50.). Eigenthttmlich 
ist der Schlufs in (C. c). 

§. 52. 
Lehrsatz. 

I. Das Produet einer beliebigen Anzahl von Quadratresten 
9tf einer und derselben Stammzahl i^ ist ein Quadratrest zu p. 

n. Das Produet einer beliebigen geraden Anzahl von Nichts 
quadratresten, eben so, ist ein Quadratrest 

m. Das Produet einer beliebigen ungeraden Anzahl vonbe^ 
Kebigen Niehtquadratresten, eben so, ist ein Niehtquadratrest. 

IV. Das Produet eines Quadratrestes und Mies Nichtqua- 
dratrestes ist ein Nichtquadratrest 

46* 
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Beispiele. 1. Zu I. -f8, —10 und 4 sind Quadralreste zu 
p = l (§.45. 13.), und ihr Product ist —320= —46.7 + ?, also ebenfalls 
ein QuadnUrest zu p. 

2. Zu II. IS, — 5, 7 und 15 sind NicAfquadratresfe zu p^li 
(§.45. 13.), und ihr Producl ist —9450= -7>7.13-f- 1, also ein Qwidral- 
resl zu p. 

3. Zu III. —32, —32 und 40 sind Nichtquadralreste zu ;i = 29 
(§.45.13.), und ihr Producl 32^40 ist =4 )9()0= 1412.29 + 12, also eben- 
falls ein Nichlquadratrest zu p. 

4. Zu IV. —11 ist ein Quadratrest und +33 ein McAtquadrat- 
rest zu p = '2'i (§.45. 13.), und ihr Product — 3f>3 ist = - 16.23 + 5, 
also ein Nichtquadratrest zu p. 

Beweis. Fflr jeden beliebigen Quadralresl r ist nach (§. 49. 1.) 

1. ri^/>-»> = ®;i+l 

und für jeden beliebigen NicAfquadratrest q nach (§. 49. 2.) 

2. (>*^*^ = ®p—i. 

Mulliplicirl man also eine beliebige Anzahl von r in einander, so ist 
das Product gemfifs (1.) immer =©;?+ I, und folglich ebenfalls ein Qua^ 
dratrest; gemäfs (I.). 

Multiplicirt man eine beliebige gerade Anzahl von Nichtquadrafresten 
in einander, so ist das Product gemäfs (2.) immer r=®y9+i, also eben- 
falls ein Quadratrest; gemSfs (11). 

Multiplicirt man dagegen eine beliebige ungerade Anzahl von Nichts 
quadrafresfen in einander, so ist das Product gemäfs (2.) immer =z@p—^^ 
und folglich ein Nichtquadrafrest; gemäfs (III.). 

Multiplicirt man (1.) in (2.), so ist das Product =®p—l^ und folg- 
lich ein Nichlquadratrest; gemäfs (IV.). 

Anm. Der Beweis geht unmittelbar aus (§. 49.) hervor. 

§. 53. 
Lehrsatz. 

I. +1 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen ohne Ausnahme. 
II. —1 ist Quadralresl zu allen Stammzahlen ^i = 411+1 

und Nichlquadratrest zu allen Stammzahlen p = ^n — 1. 
III. + 2 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen ;i=8n+] und p=8n^ 1 
und Nichlquadratrest zu allen Stammzahlen ;Ey=8ii+3 und /y=8it— 3. 
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IV. —2 ist Quadralrest zu allen Stammzahlen ;i = 8/t -}- 1 und /? = Sn -f 3 
und McAfquadrafresi zu aUen Stammzahlen p=8n— 1 und p=8n—3. 

Beispiele, a. In allen den Beispielen (§. 45. 13.) ist, wie sich 
zeigt , 4 1 einer der Qvadratreste. 

b. — I ist unter den Quadrat testen zu yti = 5, 13, 17 und 29, und 

diese p sind von der Form 4n-f 1. 

— I ist unter den NicAtquadratresten zu yti = 3, 7, 1 1, 19, 23 und 31, 

und diese Stammzahlen sind von der Form 4n — 1. 

c. 4" 2 ist unter den Quadratresten zu p = 17=8ii f 1 und /> = 

7,23 und 31 = 8ii — 1. 
-|- 2 ist unter den Nichtquadratresten zu /i = 3, 1 1 und 19 = 
8n-4-3 und ;i==5, 13 und 29 = 8ii— 3. 

d. — 2 ist unter den Quadratresten zu ji> = l7 = 8ii-|-l und /i = 

3,11 und l-9 = 8ii-f-3. 

— 2 ist unter den Nichtquadrat testen zu p=7 und 23 =8n— ^1 

und p = 5,13 und 29 «811 — 3. 

Beweis von I. A. Für alle Zahlen r, welche Quadratreste zu der 
Stammzahl p sind, ist nach (§.49. 1.) 

1. r*^») = ®p + l. 
Dieser Gleichung wird durch r=:=4 i genuggethan; was auch p sein mag. Also 
ist -{' 1 Quadralrest zu jeder Stammzahl p. 

Beweis von II. B. Der Gleichung (1.) wird durch r= — I nur 
dann genuggethan, wenn ^(p — I) gerade ist. Dieses ist der Fall für /; = 
4»4'1, welches i(p — l)==2ri giebl; nicht für p=^in—l; denn dieses 
giebt ^{p — l) = 2n — 1, also eine ungerade Zahl Mithin ist — i Qua^- 
dratrest zu allen Stammzahlen ;i = 4n-}'i* 

C Sodann ist fflr alle Zahlen (>, welche Nichtquadratreste zu der 
Stammzahl p sind, nach (§.49. 2.), 

2. (>w^*> = (Sp—l. 
Dieser Gleichung wird durch q= — i genuggethan, wenn i(p—l) unfferade ist 
Dieses ist, wie so eben in (Ä.) bemerkt, der Fall, wenn /> =4n— 1 ist. 
Also ist —1 Nichtquadralrest zu allen Stammzahlen p=:^n — l. 

Beweis von III. D. Man multiplidre alle die Zahlen 1,2,3,4,.. . 
^(p — t) mit 2. Dieses giebt 
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3. FOr ;f = 8n-}-l, 2.1, 2.2, 2.5, 2.4, .... 2.2» und 

2(2«-f I), 2(2»-|-2), 2(2n-|-3), .... 2.4n; 

4. Für p = 8n — 1, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2(2ii — 1) und 

2.2«, 2(2n-}-l), 2(2ii4-2), .... 2(4n — 1}; 

5. Für p = 8n-\-'i, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2.2» und 

2(2«-fl), 2(2» + 2), 2(2»-f-3), .... 2(4»-fl): 

6. Für ;j = 8»— 3, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2(2»— 1) und 

2.2«, 2(2n-f I), 2(2»-f2), .... 2(4n— 2.). 
In diesen vier verschiedenen Froductenreihen sind alle die, welche vor dem 
Worte und stehen, ^c^^p, denn die gröfsten derselben sind 2.2« = 4«<C 
^(8«+l), 2(2»— 2)— 4»— 1<1(8»— 1); 2.2» = 4«<i(8n-}-3)und 
2(2»— 1) = 4« — 2<i(8« — 3): alle Producle, die nach dem Worte und 
stehen, sind >>ip oder -</'/ denn die kleinsten derselben sind 2(2n-f 1) = 
4»-f 2>K8«+1); 2.2»=4«>iC8«— 1); 2(2»+l)=s4»-f 2>i(8»-f-3) 
und 2.2» = 4»>i(8« — 3); die gröfsten dagegen 2.4» = 8»<8«-|-l ; 
2(4»— 1) = 8» — 2<8»— 1; 2(4»-fl)=8»-f-2<8«-f 3 und 2(4»— 2) 
= 8»— 4<8» — 3. 

E. Die Anzahl der Producte in (3. 4. 5. 6.}, die >\p sind, und 
welche durch x bezeichnet werden mag, ist 

7. In (3,), für /» = 8»-|-l? x==2n, eiso gerade} 

8. In (4.), fnr/»=8»— 1, x = 2», üso gerade; 

9. In (5.), für ;» = 8«-j-3, x = 2»-j-l,,also ungerade; 
10. In (6.), für p = 8n — 3, x = 2« — 1, also ungerade, 

F. Nun ist zufolge (§. 41. 3. und 4.), wenn man daselbst «=7 setzt, 

11. 2M^'' = @p-j-l, wenn x gerade und 

12. 2**-'* = ©/»— 1, wenn x ungerade ist. 

Also erfallt r=2 die Gleichung (1.), wenn x gerade, also p=Bn-\-\ oder 
^ = 8n — 1) und f=2 die Crleichung (2.) , ^^&mx ungerade, also p=i 
8n-f 3 oder ps=^6n-~S ist Und folglich ist -{-2 Quadralrest zu ^ = 8n-|-l 
und p=Sn — 1, und Niehtquadrairest zu pa=8n-f-3 und p = 8n— 3; 
gemfifs (HI.). 

Erster Beweis von IV. G. Es war -)-l Quadrairest m allem 
Stammzahlen ohne Ausnahme, also zu jp=8n-|-l, 8» — 1, 8n-)-3 und 
8« — 3 (I.> Femer war —1 Quadralrett zu ;>a=4«-j-l (II.), also tu 
den SltammxaUen /»=8»-)-l und ;»ss8ii^3> die von der Fora 4n-(-l 
sind, wie sich zeigt, weim man in 4n-f-l erst 2» und dann 2»— 1 statt a 
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setzt (was geschehen darf, indem 7n und ?n— 1 zusammen ebensowohl alte 
geraden und ungeraden Zahlen ausdrücken, wie n selbst), und was dann 
4.2ii-f-l = 8»4-l und 4(2ii — 1)-f 1 = 8n — 3 giebU Und endUch war 
— 1 Nicklquadrafrest zu /i>=4w— 1 (II.) ^ «'so zu den Slammzahlen p = 
8n— I und ^==öit-j-*^9 ^'^ ^^" ^^^ '^^^"^ 4n — 1 sind, wie sich zeigt, 
wenn man in 4n — 1 erst 2n und dann 2it-}- i statt n setzt, was wie yor- 
hin geschehen darf und was 4.2ii — 1 = 8ii — 1 und 4(2n-f 1)— 1 = 
8n-f 3 giebt. 

H. Nimmt man dies mit dem was der Lehrsatz in (IIL) fflr -|- 2 aus-- 
sagt zusammen, so ergiebt sich Folgendes: 

^Zu p = 8it-fl, 8ii — 1, 8n-|.3 und 8» — 3 
isind +1 +1 +1 HfTi 

Ao ] —I • . . • • • • • •( Q^^^^f^^^ 

4-2 -f 2 . • . . . •) 

und . . . —1 —1 * * '( ^i^f^tp^^^^ 
-f 2 -f 2) reet 

Nun erhilt man in (13.) —2, wenn man 

{Far|?s=s8n-f 1, den Quairatrest —1 mit dem Quadratrest -{-2, 
- p=iSn — 1, den Quadratrest 4*2 mit dem NicAtquadralrest —ij 
- j9 = 811 -f 3, den Nichtquadratrest — 1 mit dem Nichtquadratrest -|- 2, 
- ;^s=:8ii— 3, den Quadratrest — 1 mit dem Nichtquadratrest -{- 2 

multiplicirt Aber das Froduct zweier Quadratreste und zweier Nichtqua* 
dratreste ist nach (§. 52. I. und II.) ein Quadratrest, und das Froduct eines 
Quadratrests und eines Niehtquadratrests nach ( §. 52. III.) ein Nichtqua- 
dratrest: also folgt aus (14.), dafs —2 Quadratrest zu p^=s:8n-^\ und 
^=8n-f3 und Nichtquadratrest zu ji = 8n — 1 und /f==8n — 3 ist; 
gem«ß aVO* 

Zweiter Beweis von IV. /• Man multiplicire (11. und 12.) mit 
{—lfp-'\ Dieses giebt 

15. (_2)»<^'> = ®;t>-|-(— 1)*<^^ wenn x gerade, also ;> = 8ii-|-l oder 

p=:8n— i ist (7. und 8.), und 

16. (— 2)l^-^> = ®/i— (— 1)*^'^>, wennxtiiiyÄrflrf«,also/f=r8n-j-3 oder 

|rs=:8ii — 3 ist (9. und 10.). 
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Nun ist 

!1. Für pz=6n'\'l^ ^(/>— l)==4», 9\so gerade; 
2. - pz=%n—\^ |(;i— l)==4n— 1, also ungerade; 
3. - p = 8n + 3, i(A?— l)=-4ii+l, nlso vngerade; 
4. - p = 8n — 3, i(/>— l)^=^4n — 2, also gerade; 
folglich geben (15. und 16.) 

18. (— 2)*<'^'> = ®/i+l für ;i = 8n+l; 

19. (— 2)^^-^^ =^ ®p-l für ;; = 8n — 1; 

20. (— 2)*^'^*> = ®p-\.l für ;; = 8ii+3; 

21. (— 2)*^''-'> = ®;ki— 1 für /> = 8n — 3. 

Die Gleichungen (18. und 20.) erfüllen diejenigen (1.) für r = — 2, also ist 
— 2 Quadratrest zu ;i = Sii4-I und 8n-|-3. Dagegen erfüllen die Gleichun- 
gen (19. und 21.) die Gleichung (2.) für p= — !>, also ist —2 Nichtqua^ 
dratrest zu p=z8n — I und p = 8n — 3; gemfifs (IV.). 

Anm. i. Die Beweise beruhen auf einer Verbindung der Sätze (§. 41. 
49. und 52.). 

§. 54. 
Lehrsatz. 
Wenn in den Zahlengleichungen (S. §. 43.) 

1. z^ == ®p4-r und 

2. z^ = ®p + Q 

p eine Stammzahl ist, r und q >0 und <; p sind, und der Exponent d 
ifg p — 1 , der Exponent X in d und also ebenfalls in p — 1 aufgeht, so 

dafs z. B. 

3. Jt = p — l und 

4. xX = d 
ist, und man setzt in (1.) der Reihe nach 

5. z s= 1,2, 3, 4, .... p— 1, 
so bekommt 

I. Der Rest r in (1.) x verschiedene Werthe aus den Zah^ 
len (5.), und zu Jedem dieser x Werthe von r gehörend verschiedene 
und 9 andere Werthe von z. Oder mit andern Worten: die Gleichung (i.^ 
hat für jeden der x verschiedenen Werthe, die r haben kann, d, und 
fUr jedes r, d andere Wurzeln. 

II. Unter den x verschiedenen Werthen, welche r in (1.) haben 
kann, ist immer und für jedes d auch der Werth r= 1^ und er ge^ 
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h6rt immer zu z = 1. Ist Ö gerade ^ ho gehört r »=1 zugleich zu 
s=:p— 1, und ist & ungerade, so gehört zu z=:p-.i der Rest T = p^l 
oder r = — J. 

in. Für J=p— 1, also t = 1, Araitn r ni/r =1 ^«n, und in 
Aesem Fall drückt die Gleichung (1.) den Fermatschen Lehrsatz (§. 40.) 
aus. Es ist also von diesem Satze der gegenwärtige auf gewisse Wmse 
eine Erweiterung. 

IV. Für cJ = i(p— 1), also t = 2, äh/ r nur die beiden Werthe 
1 und p— 1 oder =4-1 tmJ —1, i/nrf i/i^ ^u r = -f 1 gehörigen z mif 
A> Quadratreste, die zu r = — 1 gehörigen z ife> Nichlquadrat^ 
reste zu p. 

V. Ferner ist 

6. (p — z)^ = ©p+r? wenn d gerade und 

7. (p — z/ = ®p — r, wenn J ungerade ist. 

Das heifslj wenn d gerade ist gehen z und p — z gleiche Reste, und 
wenn d ungerade ist, sind die Beste, welche z und p — z geben, zu^ 
sammen =p* 

VI. Von den 9 verschiedenen Werthen von z, welche m(l.) einen 
und denselben Rest r gehen, lassen in (2.) je x verschiedene Reste (f, 
und je l der Reste q sind für ein und dasselbe r einander gleich. 

Beispiele. Die weiter unten angehängte, mit I. bezeiclinete Tafel, 
welche die sfimmtlichen Reste der 1, 2, 3, 4, .... 60 (r=p — l)ten Potenzen von 
den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... =60 zu der Stammzahl ;i =61 enthält, liefert 
Beiapiele zu dem gegenwirtigen und zugleich zu den folgenden Lehrsätzen. 
Yfip solche Tafel mit verhaltnifsmafsig geringer Mohe zu berechnen sei, wird 
sich weiter unten zeigen. 

Zu I. ^ = 4 geht in ;i — 1 =7>^ 60 auf Und giebt r = 15 (30- Die 
Tafel zeigt, dafs für den Exponenten ^^ms^^ r die r=:i5 verschiedenen 
Werthe 1, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57 und 58 hat 
und dai^ jeder dieser Werthe von r, (^ss4 mal Torkommt. 

Jas 10 geht in ;^ — 1 = 60 auf und giebt t = 6 (3.), und fftr den 
Exponenten (^=10 hat nach der Tafel r die t=6 verschiedenen Werdie 
1, 13, 1 4, 47, 48 und 60; jeder dieser Werthe von r kommt <^= 10 mal vor. 

Zu II. Fflr Jedes 9 gehört zu «r = 1 der Rest r = 1. Fflr alle 
geraden 9 gehört zu a; =s ji — 1 =: 60 der Rest r =: 1 und fBr alle ungera^ 
den 9 der Rest r=p— 1 =60 oder r=— 1. 

Cnlle*t lovnnl £ d. M . Ba.XXni, Hell 4. 47 
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ZxL III. Für ^=p — iz=60 Oai alle r gleich 1; dem Feraatsehea 
Lehreatxe gemfift. 

Zu IV. FOr J = 30 = ^(jr—1) hat r, wie (Ke Tafel zeigt, nur die 
heiden Werthe 1 und j»— 1 = 60. Die zn r = -f 1 gehörigen 30 Werthe 

8. 1, 3, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 1 5, 16, 19, 20, 22, 25, 27, 34, 36, 39, 41, 42, 
45, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58 und 60 

von « sind die Werthe von r für <f=2 in der zweiten horizontalen Reihe, 
also die Quaära/reste zu p. Die zu r=;» — 1=60 fOr ^=30 gehörigen 
z sind die übrigen 30 Zahlen, welche diejenigen (8.) von den Zahlen 1, 2, 
3, 4, ... . 60 noch flbrig lassen, also die Nichtquadratre^ zn p. 

Zn y. Für das gerade (^=14 z. B. giebt nach der Tafel « = 19 
den Rest r=t6und p — z = St — 19 = ^2 giebt e6«i0i//:» den Rest r = 16. 
Für das gerade ^ = 52 giebt « = 26 denRest-r = 57 und p~a> = 6l^26 
= 35 giebt ebenfalle den Rest r = 57. 

Für das ungerade <^ = 21 giebl s = 12 den Rest r = 34 und p—z 
= 61—12^=49 giebt den Rest r=27 = ;> — 34. Für das ungerade <T = 9 
giebt a=l6 den Rest r=58 und p— « = 61 — 16=45 giebt den Rest 
r =5=3=1» —58. 

Zb vi. Für <^=20, also t = 3 (3.), hat der Rest r die t = 3 Werthe 
1, tS und 47, und z. B. den Rest r = 13 geben die <^=:20 Werthe 

9. 4» 10, 12, 14, 17, 19, 25, 26, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 42, 44, 47, 49, 

51 und 57 von z. 

Seist man nun il=4, so ist x = 5 (4.), und sucht man die Reste zur 
l = 4ten Potenz der Werthe (9.) von x auf, so ergiebt sich, dafs 

die A=44 Werthe 4, 17,4 und 57 von « den Rest 9 = 12, 

- Ä = 4 - - 10, 12, 49 und 5 1 von« - - ^ = 57, 
10. ( - i = 4 - - 14, 29, 32 und 47 von « - - 9 ^^47, 

- 4 = 4 - - 19, 26, 35 und 42 von « - - ^::=.25, 
lund die il=4 - - 25, 30, 31 und 36 von « - - ^ = 42 

lassen, also je 1 = 4 der ^=s20 Werthe (9.) von «, die in (1.) au elnmn 
u$ul demselben Rest r(= 13) gehören, in (2.) x= 5 verschiedene ResU 
^ «= 12, 57, 47, 25 nnd 42 ; g?mAfs (VI.). 

Bewei« A» Nimmt man von (1.) die rte Potent, so ergiebi sieh 
11. «^ = i&p-hry ** ®;»4-r' ($. 12. 20.), 
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und da dt=^p--t (20^ 2^' aber nach (§.400 ^=®;^+l ist, ®;^-f 1 » 
&P'\'r' oder 

12. r^ = &p-\^L 

B. Nun ist aber auch eben so wohl, dem Fermatschen Satse zufolge, 

13. r^* = ®^ + l; 
denn r ist Jedenfalls eine der Zahlen (5.), welche z sein kann. 
Aus (12. und 13.) folgt 

14. r' — l=^®p und r^* — 1 = &p. 
Da nun r in p — 1 ausgeht, so geht auch r^ — 1, wenn man damit r^^^—l 
dividirt, darin auf und es ist 

15. f^-*-l = (r'-I)(r«^-*^' + r^^>H^'"^^' •••• + !) = ®P^ 

C. In r^^ — l=i®p hat, dem Fermatschen Satxe zufolge^ r notk^ 
wendig alle die p — l verschiedenen Werthe 1, 2, 3, 4, .... p — 1: also 
mufs fflr alle diese Werthe von r auch nothwendig das Proimct rechterhand 
in (15.) mit p aufgehen. 

D. Es kann aber der Factor r^ — 1 in (15.) f&r nidU mehr als x 

verschiedene Werthe von r, und der Factor f^^^>^4-7^^-'>^-(-f^^>\. ,. + l 

f&r nicht mehr als {d—\)x verschiedene Werthe von r mit /9 aufgehen. Denn 

die Gleichungen 

16. r' — 1 = ®/r und 

17. r^^-^>' + f^^-*>*-|-r^^*>'....+l =^ (^p 

können dem Lehrsätze (§. 44.) zufolge, erstere nicht mehr als r, letztere 

nicht mehr als (J— 1)t verschiedene Wurzeln haben. 

Daraus, und dafs nach (C.) die beiden Gleichungen (16. und 17.) m- 

eammen nothwendig p—i verschiedene Wurzeln haben müseen, folgt, dafs 

die Gleichung (16.) nothwendig gerade r verschiedene Wurzeln haben mufe, 

und die Gleichung (17.) die Obrigen (d — 1)t Wurzeln^ Denn hfitte (16.) 

weniger als r Wurzeln, so mfifsle (17.) eben so viele Wurzeln mehr als 

(J— l)r haben, indem T-\-(ß—l)r=dT=i p—l ist; was nach ($.44.) 

nicht möglich ist. So kann also (16.) nicht weniger als r Wurzeln haben, 

und nach (§. 44.) auch nicht mehr: also muß» die Zahl der Wurzeln von (16.) 

nothwendig gleich r sein. Auch können (16. und 17.) nidit etwa Wurzeln 

gemmechaftlich haben. Denn hfttte z. B. (16.) a Wurzeln mit (17.) ge*- 

meinschafUich, so könnten in (16. und 17.) Oberhaupt nur p — \—o ver^ 

fcAtai/eiie Wurzeln vorkommen, da (16. und 17.) zneammen nur T-f((^ — 1)t 

3sp— 1 Wurzeln haben können: gleichwohl mOasen in (16. und 17.) zusam- 

47» 
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men alle die yerschiedenen p — 1 Werthe 1^ 2, 3, 4, .... p—l von r vor- 
kommen, weil dies in (13.) der Fall ist. 

Es hat also nothwendig^ in (12.), und folglich in (11.), woraus (12.) 
folgt, and mitbin auch in (1.), woraus (11.) folgt, der Rest r, r und nur % 
verschiedene Werthe >>0 und <ip* Dieses ist was zunfichst der Lehrsatz 
in (L) behauptet 

E. Es folgt ferner ans 

18. «'^^ = ®;,-f 1 (§.40.) und 

19. r" = ®p + l (130. 
wenn man (19.) von (18.) abzieht, 

20. z^^—r" = ®p. 
Aber r geht in p — i auf, denn es ist yti— I = Jt (3.). Daher gehl 
auch z^^—r^ mit z^ — r auf und man erhalt, wenn man dividirt, statt (20.): 

21. z^^-f == («^— r)C«*'^*> 4-5r^^^-*>r-f «^('^-^V^ . . . ^-^s'V^-* +« V^-*+r^-') 

= (^p; 
nemUch, in (21.) die Factoren wiederum mulliplicirt, giebt 

22. «^^+Ä^^^'>r+Ä^^^-'>r\. ..+i^V-^-f is^r'-^ + ÄV-^ 

_ ^^(T-i)^ _ ^a(T-j)^ g«^^»-« _ z^r'"^ — r' 

= z^—r^. 

F. Da nun die Gleichung (18.) ffir alle die;i — i verschiedenen Werthe 

1,2, 3, 4, p — 1 von z gilt, so mufs auch (21 •) alle diese Werthe von 

z zulassen, und folglich mfissen die beiden Factoren rechterhand in (21.) fftr 
alle diese verschiedenen Werthe von z mit p aufgehen. 

£r. Ganz so wie in (J9.) folgte, dafs die beiden Factoren rechterhand 
in (15.) nolhwendig, der eine r, der andere (J— 1)t verschiedene Werthe 
von r zulassen mflssen, folgt auch hier, dafs die beiden Factoren rechterhand 
in (21.), der eine nothwendig für J, der andere fftr J(t — I) verschiedene 
Werthe von z gelten mflssen, denn die Gleichungen 

23. z^—r = ®p und 
24. »^^-i>+ i»^»-')r+»*'--V. . . . -f »'*r^-'-|-«^r^-»+r^-* = (»p 
können nach ($. 44.), die erste nicht mehr als (T, die zweite nicht mehr 
als J(t— I) verschiedene Wurzeln haben. 

Also folgt aus der Gleichung (23.), welche diejenige (1.) «selbst ist, 
dafs zu jedem Werth, welchen r haben kann, und deren es nach (D.) r giebt. 
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z nothwendig d verschiedene Werthe hat. Und zwar müssen jedem andern r, 
<^ andere z entsprechen: denn gehörten zu verschiedenen r gleiche z, so 
worden, indem nur r verschiedene r vorhanden sind, nickt alle p — l=zdr 
verschiedene Werthe von z vorkommen; was gleichwohl in (21.) oder (18.) 
der Fall sein mnfs. 

Dieses ist was der Lehrsatz weiter in (I.) behauptet 

H. Für jedee J giebt in (1.) » = 1, r = l. Für jedes fferade S 
giebl (1.) (p — l)^=z®p-\-i^ also r==-. 1; für jedes ungerade d giebt (1.) 
(;i — l)^=®p — 1, also r=:p—\ oder r = — 1. Dieses ist was (IL) 
behauptet. 

i. Für S = p — 1 giebt (1.), dem Fermatschen Lehrsatze (§. 40.) 
gemäfs, fOr jedes z, «''"* = ®/;-fl; gemafs (IIL). 

K. Für (J = |(p — 1) giebt (1.), wenn man für z die Quadrat^ 
reste zu p setzt, zufolge (§• 49.), i»*^'^*^ = ®;i-f 1, und wenn man für z 
die Nicklquadrafreste zu p setzt, zufolge (§.49.2.), z^^^^^=^(^p—\\ 
gemafs (IV.> 

L. Setzt man in (1.) p — z statt z, so ergiebt sich 

25. {p-zf = ®p^{-z)^ = ®/^±(®p+r)(l.) = ®p±r, 

je nachdem tf gerade oder ungerade ist; gemfifs (6. und 7. V.). 

M. Aus (2.) folgt, wenn man die aden Potenzen davon nimmt, 
26. ««^ = ®^+(>* = «^ (4.), 
also ist, gemfifs (1.), 

&p^r = ®/f-f p* oder 
27. p« = ®/F-fr, 
mithin hat p, zufolge (f.), für rin und dasselbe r, x verschiedene Werthe 
aus denen von z, welche in (1.) das bestimmte r geben. Andrerseits gehö- 
ren in (2.), ebenfalls gemafs (L), X verschiedene Werthe von z zu einem 
und demselben p; und da nun alle die Werthe von q aus denjenigen Wer then 
von z sind, die in (1.) ein und dasselbe r geben, so gehören X dieser Werthe 
von z zu einem und demselben r. Dieses zusammen behauptet (VL). 

Anm. N. Der Beweis beruht auf einer Verbindung der Sitze ($. 40. 
43. und 44.). Wie in (§. 51.) sind hier die Schlüsse in QD. und &.) eigen- 
thflmlich. 
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§. 55. 
Lehrsatz. 
Es am m den ZaUenffleicAun^en 

1. z' =s ®p-f r und 

2. Ä^= ®p-fp 

p eine StammzaU, r;>0 tmif <Cp uni/ i/^ A^iA^ itaeA 
3. z = 1 , 2| 3^ 4, . . • • p — 1 . 

L Sind in (1.) und (2.) $ und a zu einander theilerfremd, 
ffleicMel ob auch zu p — 1 , oder nicht, so geben diejenigen Werthe van s 
aus denen (3.), zu welchen in (1.) gleiche r gehören, in (2.) nickt 
zugleich gleiche p; und umgekehrt. 

DT. i^< jfi (1.) s zu p — i theilerfremd, so bekomml r zuje^ 
dem andern Werth von z einen andern Werth, und die Werthe van 
r durchlaufen, eben wie z selbst, alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, • ..• p — i, 
obwohl in verschiedener Ordnung. 

ni. Ferner ist in (1.) 

4. (p — »)* = ©p-f"^ /^^ gerade e und 

5. (p — 2) = ®p — r für ungerade «; 

das hdpst, wenn % zu ^ den Rest r läfst, so gehört für ein gerades e 
zu p— z derselbe Rest r und für ein ungerades e der Best — r 
oder p — r. 

IV. Ist i der gröfste Gemeintheiler von c und p — 1 fmil 

6. € = lycT, p — 1 = rd^ 
so bekommt r in {\.^je für d und für nicht mehrere verschiedene Werthe 
von z aus denen (3.) denselben Werth, und für die sdmmtlichen z (3.) 
T verschiedene WerAe. 

V. Ist X irgend ein Gemeintheiler von a und a und zugleich 
ein Theiler von p — l ^ z. D. 

7. « = xl^ = ctfl und p— 1 = ^i, 
jfo gehören zu den nanbchen Je X Werlhen von z aus denen (3.), welche 
in (1.) gleiche r gAen, auch in (2.) gleiche q^ und in dem Fall, wenn 
X und CO zu einander theilerfremd sind, nicht mehrere. 

Beispiele (aus Taf. 1.3. Zn L = 21 und £ = 50 sind zu ein- 
ander theilerfremd f aber beide nicht zu /t — 1 =: 60. Die 3 Werthe 7, 24 
und 30 von z, welche fOr er = 21 den Rest (> =: 24 lassen, geben f&r « = 50 
die Reste r=:l4, 60 und 48, also andere fiesle; gemfifs (I.). 
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tf== 18 and «=s49 sind sa einander (keU»rfremit aber nur « ist ea 
ngleich xa p— 1 = 60. Die 6 Wertbe 4, 5, 9, 52, 56 und 57 Ton *, 
wdche (iBr 0=18 den Rest ^ = 58 lassen, geben f&r <=40 die Reste 49, 
46, 34, 27, 15 nnd 12, also andere Reale; gemSfs (I.). 

(T = 13 and c = 49 sind su rinander nnd zngleidi hai» zu ;» — 1 = 60 
tkeUerfremi. Der Wertfa 3 von s. welcher ffir a = 13 den Rest p = 27 
lilM, gi^ nir e=49 d«iRest ra=4f, also einen «ifufemRest; geniifs(L> 

Zo IL Die ZaUen 
a « = 1,7, 11, 13, 17» 19, 23, 29, 31, 37,41, 43, 47,49, 53 und 59 > 1 
nd za p — 1sb6Ö ttmterfremd; and filr alle diese Wertbe t desEzponen- 
lea der « in (1.) hat r, wie es die Tafd zdgt, Tfir jeden andern Wertb von 
» «inen amämrm Werfb. Die Wertbe von r dnrcblanfen, d»en wie die z 
sdbsl, alle die Zablen 1, 2» 3, 4, .... f—lt obwobl in rerscbiedener Ord- 
nng; gemilk (IL). 

Zn IIL Ffir daa gerade • =38 ist z. B. flir * ss 13, r=47, mid 
fkr «=48=f»— 13 ist r ebenfalb ^47; gemifi (4.). 

FIr daa wmgerade e = 53 ist z. B. fBr » = 16, r — 57 «ad ffer 
s=4S=f»— 16 ist r = 4=^—57; geaifr (5.). 

Zn IV. Es sei e = 42, so ist der grOble Gcaeiatbefler Toa * in 
|r— 1=^60, ^=6 nnd in (6.) n=^7, t»10. la der Tafel findet aid^ 
Üb für die «te = 42le Potenz der x, z. B. die 4^=6 Werfhe 3, 19, 22, 38, 
42 nad 51 Ton x einen nnd denselben Rest r= 9 g^en: and fkr ^ »immi 
Bekem x (3.) bat r die r= 10 TeracUedeaen Wertbe 1» 3, 9^ 20^ 27, 34. 
41, 52, 58 ad 60; gealfr (IV.). 

ZaV. Der GeoMiatbciler Ä=6 za t==24aad 9:^48 istxmieicfc 
ck TWacr Toa p — 1 = 6a Dia 1 = 6 Wertbe 4, 5, 6, 9, 17, 23 rm » 
gaboB ftr t= 24 dea Rest r = 34. D i e ee ßem Wertbe vaa * gcbca m 
S* = s* aOe dea Rest p = 53; geaifr (V.). 

Eia Geaeialbcilcr za < = 24 aad «==46 m 1^3, waa agkicb k 
p^lsOO aafgebL Dabei ist «:r= 8 aai »»15, aad «ose Wertbe v«a 
s aad « siad za eiaaader tkäUrfremd Die 12 Wertbe 2, 3. 19, 23; 36, 28. 
33,35,39,42,58aad59Taas gcbca für «« 24 da Rc« f^ 20 aad fk- 
•1^46 dk Beete 50, 60, 60, 1. 50^ 11, Sa 11, M^ 1, 1 «d U. wmkwm't^ 
l^% xm im )emtn aiad wieder gleich: gaaifii (V.). 
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Beweis A. Yen den beiden Exponenten € und a in (1. und 2.) be- 
zeichne € den gröfsem. Man setze 

£ = fit a -f a, 

^1 = »»a^^a-f ^39 



9. 



^2 = »»3<^3 + ^49 



WO a^ <C CT, (^2 <1 ^1 9 ^3 < <^2 9 • • • • sein sollen. 

a. Da ^ und o zu einander theilerfremd sein sollen, so fflhrt (9.) 
nach C§. 19. IV.) nothwendig zuletzt auf den Rest a^=l. 

£. Es seien a und 6 zwei von den Werthen von z, welche nach 
der Voraussetzung in (1.) gleiche Reste r lassen, so dafs abo 

10. a' = ®;>+r und *' = ®;i + r 

ist. Könnten nun diese nemlichen Wertbe a und b von z auch in (2.) gleiche 
Reste (> lassen, so mäfste auch 

11. fl*" = (^P'\'if und b" = ®;>-f () 
sein. 

c. DrOckt man in (10.) ^ nach der ersten der Gleichungen (9.) aus, 
so ergiebt sich 

^<f+a. _ ®p^r und 6'"*+*'> = ©/f-f-r oder 
12. ä'"*ii^» = ®;i-f-r und *"'^6'« = ®^-f r, 
und da nach (11.) 

13. «"•• = ®;> + p'" und ft«"* = ©^-f-p»- 

ist (§. 12. 20.), 

(©P + P"*)^* = ®P'\-r und (Ö/P+O*** = ®;^+^ ^^^^ 

14. (>"'a*> = ®;>-|-^ ™^ <^''*''* = ®;^-f ^• 

if. Die Gleichungen (14.) von einander abgezogen, geben 
15. p'"(fl<'«— 6^«) = ®;>, 

oder, wenn man 

16. a^» = ®;f-f a^ und A*> = ®/^-}-*i 
setzt, wo fli<;r ™^ *i<P angenommen wird, 

p'"(®/>+a, — ®;> — 6i) = ®;> oder 

17. p'^Cöi— *i) = ®/>: 

also müfste entweder (> oder a^^b^ wSX p aufgehen. Da beides nidit der 

Fall ist, indem (>, a^ und 6i alle drei<Cp sind, so kann die 61eic1ning(17.) 
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nur erfüllt werden, wenn «i — 6^ = oder 

18, «1 = b^ 
ist. Folglich kennen die beiden Werthe a und b von z, die nach der Vor- 
aussetzung in (1.) ffleiehe Reste r lassen, nur dann auch in (2.) gleiche 
Reste Q geben, wenn in (16.) ai^=^b^ ist. 

e. Die Gleichungen (11.) 9 ^^^ ^^^ zweiten Gleichung in (9^ aus- 
gedrückt, geben 

^miai + a, _ ®;> + p und Ä-»^»+*t = ©^-fp oder 
19. ar^'^tf^ = <^p\'ff und *'"''•**'• = ®;i 4- p, 
oder, da vermöge *(16.) 

20. «"•*•' = ®/^+/ir' und Ä*"«^» = ®/?Tf Ar* 
ist (§.12. 20.), 

(®/?+Är»)ö"V= ©;> + (> und (®p-]-&r')**'' = ®/^ + p oder 
21. apri^» = ®j^ + p und 6j"A*» = ®;,-j-p, 

oder auch, da nach (18.) 0^ = 61 sein mufs, 

22. ar««*'» = GJ/^+p und ar'*^' = ©^ + p. 
/*. Die Gleichungen (22.) von einander abgezogen, geben 
23. aT'{ar^ — b^*) = ©;>, 
oder, wenn man 

24i a^» = 0;>4-fl, und ft'» = ®/^+*2 
setzt, wo ih<Cp und 62 <[/' angenommen wird, 

«p(®;'+^— ©/> — *t) = ®P oder 

25. flr"(ö2 — *2) = @r- 

also msrste entweder Ci oder /(C) — 62 mit p aufgehen. Da beides nicht der 

Fall ist, indem a^, a^ und 6, alle drei <C.p sind, so kann die Gleichung (25.) 

aar erfflUt werden, wenn a,— &2 = oder 

26. II2 = *a 
isL Folglich können die beiden Werthe a und b von iir, die nach der Vor- 
aussetzung (in 1.) gleiche Reste r lassen, nur dann auch in (2.) gleiche 
Reste if geben, wenn, nfichst ai = bi in (16.)) auch in (24.) 02 = ^2 ist 
g. Die Gleichungen (16.) sind, da ai = 6j| sein mufs (18.), 
27. fl^- =z &p^a, und A*'* = &P'\a,. 
VerfAhrt man mit diesen Gleichungen von neuem ganz so wie in (c. und d.} 
mit den Gleichungen (11.), und zwar indem man den Exponenten a^ in (27.) 
nach der dritten Gleidiung (9.) ausdrückt, so ergiebt sich, wie leicht zu 
sehen, indem nur alle Zeiger um 1 erhöht werden dOrfen, dafe, wenn man, 

CnUe*! Jounil f. d. H Bd. UYII. Heft 4. 48 
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ilmKeb wie in (24), 

Beizt ^ mch wieder, IhnKch wie in (26.), 

29. Ä, = *, 
0ein nrafe, wenn die Gleichungen (27.) und folglidi die Gleidiiuigea (11.) 
Statt finden soflen. 

A. Auf dieselbe Weise folgt weiter, dafe 

/Für if* = i^p-\^a^ und b'^^&p^b^^ a^ = Ki 

jpür 4if'* = &p^a, und A--=CV4-A„ as = 4s; 

\ and so weiter; znletzt also dafs 

(pür ii*- = ©;i + a^ nnd ft*»=©/i4^ft^, a. = 6. 

sein mnrs, wenn die Gleichungen (11.) Statt finden sollen, das heifst, wenn 

xwei Werthe a und b von z, die in tf^Qp-^-r (1.) gUiche Reste r xa p 

lassen, aneh in c'' = CH/i-f P (2.) zn /r gUicAe Reste (i geben soDen. 

f. Nnn ist aber o^ = t (a.), also geben die letzten der Gleichungen (30.) 

a*=©;i-}-<i, und b^=: @p^b^ oder 

31. ün = a und b^= b. 

Die letzte Bedingung a„ = b„ in (30.) fflr das Stattfinden der Gleichungen (11.) 

wfire also 

32. n = *• 

Diese Bedingung wird nicht erfflllt, indem a und b nicht gleiche sondern «n-* 

ffleicAe Werthe von z ausdrücken. Also können die Gleichungen (11.) nicAl 

Statt finden: das heifst, keine zwei Werthe a und b von z, und folglidi auch 

Oberhaupt nicht diejenigen Werthe von z, welche in z'=^&p^r (1.) zn p 

ßteiche Reste r lassen, können zugleich in z^=zQ\p'\-(f (2.) zu p gleiche 

Reste (> geben, sobald « und a zu einander theilerfremä sind. Ob « uhd a zu 

p—i theilerfremd sind, oder nicht, kommt bei dem Beweise nicht in Betracht. 

Dieses ist es, was der Lehrsatz in (I.) behauptet. 

B. Wenn in (2.) <y = p — 1 ist, so geben afte die Werthe (3.) von 
z nach dem Fermatschen Lehrsalze (§. 40.) gleiche Reste p, nemliöh atte 
den Rest (i = l. Nun geben nach (L) alle die Werthe von z^ die in (2.) 
gleiche Reste q lassen, in (1.) nicht gleiche Reste r. Also geben in dem 
gegenwärtigen Fall alle die Werthe (3.) von z in (1.) sämmtlich verschiedene 
Werthe von r. Und folglich mufs, da p — l Werthe von z und foIgUch von 
r vorhanden und alle >0 und <Cp sind, r, eben wie z, alle die Zahlen (3,) 
durchlaufen. Dies behauptet (IL). 
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C. Es ist 

33. (p-zy = ©/r + (- zy = @;r+ar'(- 1)' 
und, da z' = &p^r ist (1.), 

34. (p—zy = &p-^{&p^r){- ]y = @;>+r(- l)'. 
Dieses giebt 

35. {p — zy = &p'\'r, wenn « gerade und 

36. (;^ — «)* = ©;^ — r, wenn « ungerade ist; 
gemfirs (III.). 

Ä o. Setzt man für (IV.), wo d einer der Theiler von p—\ sein soll, 

37. z^ = ©;^+ri, 

so gebeii nach (§.54. L) 8 verschiedene Werthe von 2;» und nicht mehrere, 
denselben Rest Vi. 

Da nun r]d=^s sein soll (6.), so giebt (37.) 

38. «^^ oder «' = ©;>+rJ (§.12. 20.) 
und, da a?*=CH/i-|-r sein soll (l.)v 

&p-\-r == (3/^+rJ oder 
39. rj = ©/i+r. 
Nnn geben (J verschiedene und nicht mehrere Werthe von z in (37.) den^ 
selben Rest Ti , also geben sie auch vermöge (39.) denselben Werth r für (2.). 

b. Aber obgleich nicht mehre als 8 Werthe von z in (37.) densel- 
ben Rest Ti lassen, fragt es sich doch, ob nicht dennoch etwa andere Werthe 
von z nach (39.) für (1.) gleiche Reste r geben. 

Andere als diejenigen 8 Werthe von Zf welche in (37.) dasselbe r^ 
geben, lassen nothwendig in (37.) einen (indem Rest r,, so dafs fQr sie 

40. z^ = (3p + r, 

ist. Sollte nun dieser Werth von z dennoch in (2.) denselben Rest r lassen, 
so mflfste gemäfs (39.) 

41. rj = ©;f+r 

sein; also müfste die r^le Potenz zweier verschiedenen Zahlen ri und Tj, beide 
>>0 und <ip, tu p den gleichen Rest r lassen. Dieses aber ist nach (II.) 
nicht möglich , indem d der gröfsie Gemeintheiler von f und p — 1 sein soll, 
dso 17 zu p — 1 theUerfretnd ist. Also lassen nicht mehr als d verschie- 
drae Werthe von z in (1.) denselben Rest r, sobald d der gröfste Gemein- 
theiler von B und p—^ ist Mithin giebt es dann auch in (1.) in diesem 
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Falle nur ^T = r (60 verschiedene Werthe von r. Dieses zusammen be- 
hauptet (IV,). 

E. a. In CV.) soll iL ein Theiler von /i — 1 sein. Dieserbalb geben 
zufolge (§. 54. I.)? wenn man 

42. 5^ = G/^-fn 
setzt, it verschiedene Werthe von z das gleiche r^. 

Da nnn € = ar;i und a=^wl sein soll (7.), so giebt (43.) 

43. «*^ oder «• = ©p^rj = ©/^-j-r (1.) und 

44. «-^ oder «• = ©;> -fr; = ©;>-fp (2.); 

und folglich sind fär je il verschiedene Werthe von z die Werthe von rj[ und rX 
und folglich von r in (1.) und ff in (2.) einander gleich. 

b. Sind X und cu zu einander theilerfremd, so folgt, eben wie in 
(J9. &.), dafs nicht auch noch andere als die X Werthe von z in (1. und 2.) 
ebenfalls gleidie r und zugleieh gleiche p geben können. 

F, Anm. Ein Hauptmoment des Beweises ist (J.)) nemUch, dais 
man, wenn b und a zu einander theUerfretnd sind, nach (§. 19. IV.} noth- 
wendig auf den Rest (7^ = 1 kommt. Sonst beruht der Beweis auf (^§. 40. und 54.). 

§. 56. 
Lehrsatz. 

I. Es giebt für jede Slatnmzahl p immer tVerthe van z >> und 
<;p, aufser z= 1, von welchen schon niedrigere Potenzen als die z^\ 
welche nach dem Fermatschen Lehrsatze (§. 40.} zu p immer den Rest 1 
Idfst, ebenfalls schon diesen Rest geben, so dafs also die Gleichung 

1, z* = ®p + l 
far diese oder Jene z auch schon ßtr «<;p — i Statt findet. 

II. Die Werthe ron * < p — 1 , /»r welche (1.) Statt findet, sind 
alle diefenigen Zahlen <;p— 1, welche mit p — 1 einen Theiler 9 ge^ 
mein haben, so dafs etwa 

2. € =i 9ij und p— 1 == <Tt 
sein mufs. 

UI. Für solche Werthe von c findet die Gleichung (1.), wenn ä 
den gröfsten Gemeintheiler von e und p — 1 bezeichnet, fUr 9 utid 
für nicht mehr verschiedene Werthe von s Statt. 
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IV. iiytr aiU $, iße mit f—l keine» TMter > t ßemein haben, 
findet die GteicAun^ (1.) nur für den einzigen 'Werik 1 von % SMt 

V. Die Wertke von e, fOr weleke dieGteickung (2.) 8laU findet, 
nnd über kaneewege immer die kieineten^^-eomdem es ktmn, wenn (1.) 
von irgend einem z erfülU wird, tmek für einen noek kleineren Wertk 
von ( eekon, /Ür daeeeibe s, i'=s®p-f 1 mmi. 

Beispiele («im Taf. !.)• Za L Wie die Tafel «eigt ist s. B. schon 
15* = ®p-f-l, ll*=®p+l» 9* = ®p-|-i u. s. w. 

Zu II. Die Zahlen </»— 1, welche mit ;i— 1=^6U einen Theiler 
> 1 gemein haben « sind folgende: 

1,2,3,4,5,6,8, 10, 12, 14, 15, I6, 18,20,21,22,24,25,26,27,28,30,32,33, 

34^35,36,38,39,40,42,44,45,46,48,49,50,51,52,54,55,56,57,58. 
Pflr alle diese Wertbe des Es^nenten < kommt, wie die Tafel zdgt, imt«r 
den Wwthen von r schon der Rest i vor. 

Zn III. Der gröfele Gemeintheiler Ton e nnd J»—! ist c. B. ;#ilkr 
«z=:5j, Jss=5, und der Tafel xnfolge wird die Gleichung (1.) fBr die <^=5 
Werthe 1, 9, 20, 34 und 58 Ton » erfollt. 

Zn lY. FOr «=7, tt, 1.3, 49 etc., die mit /r— 1 keinen Theiler 
"> 1 gemein haben, wird die Gleidrang (1.), wie die Tafel ma^, nur durdi 
den Mnxigen Wertb 1 von « erfOllt. 

Zn y. Es ist 9*" = Of -f t, aber an«h sdun 9", 9^ 9" u. s. w. 
itt=®/»+l. 

Beweis J. Man seUe 

4. «' = ^p-\-r, 

wo r>0 und <.p* »o ist 

6. «-' = ©/»-f-r* CS- 18. 20.), 

und da 

6. «'* = «^» (2.) = ®;»-f 1 CS- 40.) 

ist, so ist ans (5. und 6.) 

®f -j-r* = ®/»-{-i oder 
7. r' = ©;»4l, 
so wie and 

8. V' = (®^-f 1)' = ^p-V I' = ®/»+ ' = '^• 
Nun sind<^ und t «cC;» — 1, also giebt es immer Zahlen r>-0 nnd <!;»— t« 
und fol^ch Werthe Von z, von wdohen schon niedrigere ab die /r— Ite 
PotMU lu /» den Rest 1 lassen; gemib CIO- 

Cnlle's JMiul t d. M. Bd. XXVU. Haft«. 49 
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B. Was in (A.') bewiesen, gilt fflr /0ilm Theiler d ron p-^^i^ also 
auch f&r jedes «, welches mit p—i irgend einen Theiler ^>> 1 gemein hat 
Gemfifs (IL)« 

C. Die Gleichnng (7.) findet nach C%.b4. 1.) hier far den bestimm- 
ten Werth 1 des Restes fflr 9 nnd für nicht mehr verschiedene Werthe von 
z (liier r) Statt; also wenn ^ der .^tf/>/e Gemeinthciler ron « und p—t ist, 
auch fQr d verschiedene Werthe, mithin anch die Gleichnng (8.) oder (1.) 
fflr eben so viele Werthe, und fflr nicht mehrere. Gemfifs (III.). 

D. Hat a keinen Theiler >*! mi\ p—\ gemein, so durchlfluft nach 
CS. 55. IL) in 

9. «^ = ®/^-}-r 
r alle die Zahlen 1, 3, 3, 4« ••.. p—i: also findet die Gleichung (1.) in 
diesem Fall nur fflr den einzigen Werth 1 von z Statt; gemfifs QV.}. 

E. Nach (IL) giebt es Werthe von z:> l^ die fflr jeden TkeHer 9 
von p—i die Gleichung 

10. z^ = (&p^i 
erfflDen. Dieselben Werthe von z erfflUen aber auch die Gleichung 

11. «^^ = it' r= ®p-}-l; 
denn (10.) giebt 

12. z^i = {®p + i)'' = ^pi-V = &p^l. 
Also die z, welche die Gleichung (1.) erftUlen, können auch schon der Glei- 
chung (10.) genugthun, in welcher ^<!< ist. 

Anm. F. Die gegenwfirtigen Sfttze beruhen auf ($. 54« und 55.). 

(Die FortoeUaag folgt) 
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27. 

Erwiderang auf deo Artikel 23. im 26''^ Bande 

dieses Journals. 

(Von Herrn Prof. Minding in Dorpat.) 



In diesem ArUkel hat Herr Dr. Magnv* gegen die Regel, welche ich im 
22sten Bande d. Joum. cor Beatimmong des Grades einer durch Elimination 
entstehenden Gleichung aufgestellt habe, eine Einwendung erhoben, welche 
jedoch durdi eine von ihm nur nicht beachtete Stelle des angefochtenen Auf- 
satzes schon erledigt wird. Nadidem nfimlich S. 180 des 22sten Bandes die 
allgemeine Regel in ihrer Einfachheit, d. h. ohne aOe Rflcksicht auf specielle Re- 
lationen, welche zwischen den Coöffidenten der beiden vorgelegten Gleichungen 
Statt finden können, aufgestellt ist, heifst es daselbst weiter ausdrQcklich so: 
y^In besondem Fällen kann man noch die Wertke von C|, c,, • •. . c« 
lierücksicktigen^ tfui «u eeken, ob der Cofffident des höchsten Gliedes 
m ^netn der Factoren f(x, y^) .... von tpx, und tnilhin in tf/x selbst, 
vielMcht gerade Null wird; und in einetn solchen Falle wird tnan 
gen6thigt sein, auch JRe folgefiden Glieder der Reihen ßr >*i , y^^ •*- /*» 
theilweise in Rechnung zu bringen} es wird jedoch nicht erforderlich 
sein, diese Andeutung hier weiter auszuführen; viehnehr ist klar, dafs 
im Allgemeinen der obige Werth (7.) den wirklichen Grad des Poly- 
noms ^px darstellt.** 

In diesen wenigen Zeilen, welche die meiner Arbeit widerfahrene 
Critik tibergangen hat, ist das Mittel zur Hebung derjenigen Schwierigkeit, 
auf welcher der Einwurf des Herrn Dr. Magnus beruht, deutlich angege- 
ben. Es kann in besondem FAllen nöthig sein, nicht blofs das erste, son- 
dern auch noch einige folgende Glieder der Reihen fflr y^, y,, .••• y^ zu 
berflcksichtigen; und zwar ist dies dann nöüiig, wenn in irgend einem der 
Factoren f(x, yi), f{x, y,), . . • . f(x, y,) von tf/x der Coefficient derje- 
nigen Potenz von x, welche sich, ohne noch den Werth von Ci oder C2 •••• 
oder c^ in Betracht zu ziehen, als die höchste darbietet, durch Einfflhrung 
dieses Werthes gerade Null wird. In dem Von Herrn Dr. Magnus an- 
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geführten Bebpiele ist die liöeiiate Potenx von x, welclie sicii sowolil in 
fi^^Xi) ^ ^ fi^fXt) xunficlist darbietet, die dritte; vermöge der besondem 
Werthe Ci = !2 and e, = 4 erhllt rie aber in beiden AnsdrOi^en den Coeffi- 
cienten Neil, wodurch man genMbigt wird^ nachfolgwde Glieder der Reihen 
fOr }'i und y.t zn berflclKsichtigen , und zwar xwei Giieder von yii hingegen, 
weil in f{Xf y^) auch die zweite Potenz von x den Coöffieienten Null be- 
Icommt, drei Glieder von y,. Setzt man nemlich y^z='2x — ?-[-••.. und 

>\j = 4a? — i — ir--}-.. .., so erhalt man fXx^y^) = —8j?^ -[*•••• ™^ fX^fY^) 

z=ibX'\-....^ alM4r|=r'i und ür,^!. fol^h ist der Grad der Endgieichung 
A^^ik.^=3; wie erforderlich. WiU man aber in solchen Fallen die von mir 
auadrfleklich fflr dieselben vorbehaltene Berttckeichtigang der folgenden Glieder 
der Reihen fBr Xi, y?? • • • • y^ unterlassen, wie es Herr Dr. Magmat gethan 
liat, so kommt man freilich auf Unrichtiges. 

Solche besondere Ftlle können nicht blofs in numerischen, sondern auch 
in rein-lilteralen Gleichungeil vorkommen; wenn nemlich die Coiffidenten der 
einen Gleichung nicht ginzlich unabhängig von denen der andern sind. 

Dorpat, den 24. April 1844. 
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Tafel I. 

Sie giebt die Reste r an, welche bleiben, wenn man die ite, 2te, 
3te, • . . bis p — 1 = 6()fe Potenz der Zahlen z = 1 , 2, 3, 4, .... 60 
(=p — Q durch die Slammzahl p = <)l dividirf. 

In der obersten horizontalen Zeile stehen die Zahlen t^ = 1, 2, 3, 4, .... ;» — 1 s60; 
in der ersten verticalen Reihe links stehen die Exponenten i der Potenzen dieser Zah- 
len z, und in den dazu correspondirenden horizontalen Zeilen die Reste r aus 

z^ = ®;?+^- 
Z. B. die Zahlen 1, 54, 41, 49, 46, 18 etc. in der 19ten horizontalen Zeile sind die 
Reste r der « = 19ten Potenzen von 1^ 2, 3, 4, 5, 6 etc. dividirt durch pz=6i.* 



CreUe*t Journal f. d. M. 3(1. XXVII. Heft 4. 



Nachricht für den Buchbinder. Die Tafd wird von diesem lÜaUe fiiclbl ahgeeAniiten^ 
eandem 6fet6l an demedben fest und wird am Ende des Hefte emgtkunden, eo dafe die Tafel 
wie eine Figurentafd ganz aue dem Bwihe herauegeechtagen werden kann. 
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1 2 3 )9 40 

1 4 9 i7 14 


41 42 43 44 45 


46 47 48 49 50 


51 52 53 54 55 


56 57 58 59 60 


2 


34 56 19 45 12 


42 13 47 22 60 


39 20 3 49 36 


25 16 9 4 1 


3 


1 8 27 p 11 


52 34 24 28 52 


41 1 60 41 11 


37 3 37 23 28 


58 58 34 53 60 


4 


1 16 20 1 6 13 


58 25 56 12 22 


56 47 13 57 1 


57 34 9 22 15 


15 12 20 16 1 


6 


1 32 W) 44 32 


60 13 29 40 14 


14 13 14 48 50 


40 60 50 29 32 


47 13 1 29 60 


6 


1 3 58 i8 60 


20 58 27 52 20 


34 1 1 34 60 


27 9 27 41 52 


9 9 58 3 1 


7 


1 « 52 35 21 


27 57 2 31 46 


39 47 48 19 11 


35 41 28 18 54 


16 25 9 55 60 


8 


1 12 34 42 47 


9 15 25 22 57 


25 13 47 16 1 


16 58 20 57 42 


42 22 34 12 1 


9 


1 24 41 11 50 


3 20 38 53 3 


52 1 60 52 50 


23 27 23 28 53 


34 34 20 37 60 


}0 


1 48 1 43 48 


1 47 48 14 13 


13 47 13 47 60 


14 1 60 48 48 


13 47 1 48 1 


11 


1 35 3 19 29 


41 22 51 6 36 


49 13 14 46 11 


43 52 8 30 17 


57 56 58 26 60 


12 


1 9 9 Ü9 1 


34 9 58 20 34 


58 1 1 58 1 


58 20 58 34 20 


20 20 9 9 1 


13 


1 18 27f t6 40 


52 12 54 26 5 


45 46 48 36 50 


30 3 24 6 2 


22 42 34 43 60 


14 


1 3« 20 t5 14 


58 16 4 46 4!^ 


57 13 47 56 60 


5 34 52 19 49 


12 15 20 36 1 


15 


1 11 HO $0 11 


60 1 50 11 60 


60 1 60 60 11 


11 60 11 60 11 


1 1 1 50 60 


16 


1 22 58 42 13 


20 42 15 47 16 


15 47 13 12 1 


12 9 34 16 56 


56 57 58 22 1 


17 


1 44 52 a 32 


27 56 35 7 59 


19 13 14 39 50 


2 41 33 9 30 


25 16 9 17 60 


18 


1 27 34 44 60 


9 34 41 3 9 


20 1 1 20 60 


41 58 41 52 3 


58 58 34 27 1 


19 


1 54 41 45 21 


3 25 55 10 39 


5 47 48 4 11 


17 27 38 2 43 


15 12 20 7 60 


20 


1 47 1 17 47 


1 13 47 13 47 


47 13 47 13 1 


13 1 1 47 47 


47 13 1 47 1 


21 


1 33 3 «3 50 


41 58 8 23 41 


27 1 60 27 50 


53 52 53 37 23 


9 9 58 28 60 


22 


1 5 9 56 48 


34 57 39 36 15 


22 47 13 42 60 


19 20 3 46 45 


16 25 9 5 1 


23 


1 10 27 49 29 


52 15 30 59 4 


36 13 14 45 11 


54 3 37 44 35 


42 22 34 50 60 


24 


1 20 20 io 1 


58 20 9 34 58 


9 119 1 


9 34 9 58 34 


34 34 20 20 1 


25 


1 40 60 18 40 


60 47 21 32 48 


48 47 48 14 50 


32 60 50 11 40 


13 47 1 21 60 


26 


1 19 58 J2 14 


20 22 49 5 25 


12 13 47 15 60 


46 9 27 36 4 


57 56 58 19 1 


27 


1 38 52 42 11 


27 9 33 37 27 


3 1 60 3 11 


28 41 28 53 37 


20 20 9 23 60 


28 


1 15 34 <5 13 


9 12 16 42 56 


16 47 13 25 1 


25 58 20 56 22 


22 42 34 15 1 


29 


1 30 41 46 32 


3 16 17 18 19 


4 13 14 5 40 


55 27 23 35 51 


12 15 20 31 60 


30 


1 60 1 1 60 


1 1 60 60 1 


1 1 1 1 60 


60 1 60 60 60 


1 1 1 60 1 


31 


1 59 3 19 21 


41 42 18 17 45 


46 47 48 49 11 


10 52 8 7 6 


56 57 58 2 60 


32 


1 57 9 i7 47 


34 56 42 16 2 


42 13 47 22 1 


22 20 58 12 25 


25 16 9 57 1 


33 


1 53 27 t7 50 


52 34 37 33 52 


41 1 60 41 50 


24 3 24 38 33 


58 58 34 8 60 


34 


1 45 20 16 48 


58 25 5 49 22 


56 47 13 57 60 


4 34 52 39 46 


15 12 20 45 1 


35 


1 29 60 ^A 29 


60 13 32 21 14 


14 13 14 48 11 


21 60 11 32 29 


47 13 1 32 60 


36 


1 58 58 ,8 1 


20 58 34 9 20 


34 1 1 34 1 


34 9 34 20 9 


9 9 58 58 1 


37 


1 55 52 ^5 40 


27 57 59 30 46 


39 47 48 19 50 


26 41 33 43 7 


16 25 9 6 60 


38 


1 49 34 ^2 14 


9 15 36 39 57 


25 13 47 16 60 


45 58 41 4 19 


42 22 34 49 1 


39. 


1 37 41 ;i 11 


3 20 23 8 3 


52 1 60 52 11 


38 27 38 33 8 


34 34 20 24 60 


40 


1 13 1 ^3 13 


1 47 13 47 13 


13 47 13 47 1 


47 1 1 13 13 


13 47 1 13 1 


41 


1 26 3 9 32 


41 22 10 55 36 


49 13 14 46 50 


18 52 53 31 44 


57 56 58 35 60 


42 


1 52 9 :;9 60 


34 9 3 41 34 


58 1 1 58 60 


3 20 3 27 41 


20 20 9 52 1 


43 


1 43 27 t6 21 


52 12 7 35 5 


45 47 48 36 11 


31 3 37 55 59 


22 42 34 18 60 


44 


1 25 20 t5 47 


58 16 57 15 42 


57 13 47 56 1 


56 34 9 42 12 


12 15 20 25 1 


45 


1 50 60 (K) 50 


60 1 11 50 60 


60 1 60 60 50 


50 60 50 11 50 


1 1 1 11 60 


46 


1 39 58 «2 48 


20 42 46 4 16 


15 47 13 12 60 


49 9 27 45 5 


56 *57 58 39 1 


47 


1 J7 52 A4 29 


27 56 26 54 59 


19 13 14 39 11 


59 41 28 51 31 


25 16 9 44 60 


48 


1 34 34 54 1 


9 34 20 58 9 


20 1 1 20 1 


20 58 20 9 58 


58 58 34 34 1 


49 


1 7 41 45 40 


3 25 6 51 39 


5 47 48 4 50 


44 27 23 59 18 


15 12 20 54 60 


60 


1 14 1 t7 14 


1 13 14 48 47 


47 13 47 13 60 


48 1 60 14 14 


47 13 1 14 1 


51 


1 28 3 Ü3 11 


41 58 53 38 41 


27 1 60 27 11 


8 52 8 24 38 


9 9 58 33 60 


52 


1 56 9 i6 13 


34 57 22 25 15 


22 47 13 42 1 


42 20 58 15 16 


16 25 9 56 1 


53 


1 51 27 ^ 32 


52 15 31 2 4 


36 13 14 45 50 


7 3 24 17 26 


42 22 34 10 60 


54 


1 41 20 M) 60 


58 20 52 27 58 


9 1 1 9 60 


52 34 52 3 27 


34 34 20 41 1 


55 


1 21 60 18 21 


60 47 40 29 48 


48 47 48 14 11 


29 60 11 40 21 


.13 47 1 40 60 


56 


1 42 58 .12 47 


20 22 12 56 25 


12 13 47 15 1 


15 9 34 25 57 


57 56 58 42 1 


57 


1 23 52 42 50 


27 9 28 24 27 


3 1 60 3 50 


33 41 33 8 24 


20 20 9 38 60 


58 


1 46 34 45 48 


9 12 45 19 56 


16 47 13 25 60 


36 58 41 5 39 


22 42 34 46 1 


59 


1 31 41 4f> 29 


3 16 44 43 19 


4 13 14 5 11 


6 27 38 26 10 


12 15 20 30 60 


60 


1 1 i i 1 


11111 


11111 


11111 


11111 
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